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ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЯЗИОУПРУГОЙ СРЕДЫ,

УЧИТЫВАЮЩИЕ ТЕРМОДИФФУЗИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ

в связи с применением новых конструкционных материалов в технике воз

никла необходимость построения конкретных моделей с расширенными фи

зико-механическими свойствами [2-8, 11], на основании которых можно

описать и изучить интересующие нас эффекты. для решения различных проб

лем, имеющих важное значение в приложениях, существенным является

изучение процессов деформации, теплопроводности и диффузии вещества,

их взаимосвязи и взаимообусловленности, а также различных явлений не

упругости. Учет реологических характеристик материала позволяет значи

тельно углубить изучение общих процессов деформирования среды и полнее

использовать ресурсы новых конструкционных материалов. В настоящей

работе методами механики сплошных сред и неравновесной термодина

мики выведена общая система линейных уравнений, описывающих взаимо

связь между процессами деформации, теплопроводности и диффузии ве

щества в вязкоупругом анизотропном теле.

Рассмотрим анизотропную среду, которая представляет собой вязко

упругий двухкомпонентный раствор. В качестве параметров локального

термодинамического состояния введем температуру Т и энтропию S,
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концентрацию С и химический потенциал М растворенного вещества, компо

ненты тензора напряжения ац и деформации ец. Свободную энергию как функ

цию состояния рассматриваемой среды для частицы х = {х}, х2 , хз} тела в

момент т будем определять значениями компонент тензора деформации el/
температуры t = Т - То и концентрации С = С - Со (То, Со - начальные

значения температуры и концентрации) для той же частицы х во все пред

шествующие моменты времени s< т соотношением

т

F = F {ei/ (х, s), t (х, Ю, С (х, s)},
1;=-00

(1)

которое отражает представление о том, что среда запоминает свою исто

рию [2].
Рассматривая взаимодействующие между собой процессы деформации,

теплопроводности и диффузии вещества в линейной постановке, величины

ец, t/To, с/Со считаем малыми. В предположении о непрерывности функций

ец, t, С от времени т на интервале - 00 < т < 00, а также ец -+ О, t -+ О,

С -+ О, если т -+ -00, функционал (1) от ец (х, Ю, t (х, Ю, С (х, s) при

- 00 < ; -< 't" можно равномерно приблизить [3, 41 полиномом на множе

стве непрерывных линейных функционалов от ei/ (х, Ю, t (х, s), с (х, S) в

виде

't 't

р=ро + + ~ Dij('t-S) :~ ец(х, ;)~+ 5Mo('t-s) ~ с(х, IO~-
-00 - 00

't t t

- ~ So (т - IO ~ t (х, s) ~ + ~ ~ [ 2~ G ijkl (Т - 5, т - Т) :~ ец (х, IO х
-00 - 00-00

д 1 д д
Х дi1 еы (х, 1) - 2 ~! (. -;, 't -11) д~ t (х, S)дI] t (х, 11) +

1 д д д+2 ~c (т - 5, т -11) д~ С (х, ;) д1l С (х, 11) + у (т - 5, т - Ч) д[" Х

д 1 t д д
Х t (х, S) дт] с (х, Ч) +р a ij (Т - 5, т - Ч) д; t (х, s) д1l eij (х, 'YJ) +

++a~! (Т - 5, т - 'YJ) :~ с (х, s) ~ ец (х, Ч)] dSdч . (2)

Здесь Fо - средняя свободная энергия; р - плотность, а введенные

функции влияния (памяти) Dij (Т}), So (TJ, Мо (Т}), Gijk1 (Т1, 't"J, a.,fj ('t1, TJ,
a'i/ (.}, .2), ~! (Т1 , TJ, ~c (Т)' Т2) , у (Т}, Т2) , т. е. функции, которые позволяют
учитывать неравномерное влияние на F в момент т величин ец, t, с в раз

личные моменты времени -00 -< 5, ТJ -< т непрерывны по аргументам Т; > О

(i=l, 2)и тождественноравны нулю при T i < О. Поскольку рассматриваются

только локальные эффекты [7], то зависимость перечисленныхфункций от ец,

[, с, а также от координаты х не учитывается. Принятый в выражении для

свободной энергии (2) нижний предел интегрирования равным - 00 охва

тывает всю предысторию тела, что, очевидно, возможно лишь теоретически.

В действительности история начинается с некоторого определенного мо

мента времени.

для получения конкретных соотношений и уравнений, которые описы

вают процесс деформации вязкоупругих сред в взаимосвязи с процессами

теплопроводности и диффузии вещества, будем исходить из основных зако

нов термодинамики необратимых процессов [1, 3]. Локальное неравенство

приращения энтропии можно записать в виде

56

. s Q-Mm
S + qц - т > О, (3)



где q~ = (q/~ М k.) T-1
- компоненты вектора потока энтропии; Qi' k,

компоненты векторов потока тепла и массы; Q, т - плотность объемных

источников тепла и массы; точка обозначает дифференцирование по времени,

а индекс после запятой внизу при знаке функции обозначает дифференциро

вание ее по соответствующей декартовой координате.

Учитывая соотношения, выражающие законы сохранения энергии и

массы:

·1 "- и +р Gije/j - Qi,i + Q = О, (4)

С + ki,i - т = О, (5)

неравенство (3) представляем в виде

I ~ . . s
- Gi/i/ + TS + МС - и - QiT,i - kiM" > О. (6)
р

Здесь и - внутренняя энергия, которая связана со свободной энергией

соотношением

и = TS+F. (7)

Подставляя зто соотношение в (6) и учитывая (2), находим

't

'{ r[ д t дР (J,/ - Dij (О) - J ОIjЫ (т -~, О) ar- ek/ (х, ~) + ац ('t -~, О) ar- Х
-<>о

xt(x, ~)+ctfj('t-~, О) :~ с(х, ~)d~}eij(x, 't)-{S-Sо(О)-
тr[ д "' t д- J ~! (т -~, О) ar- t (х, ~) - р ац ('t -~, О) ar- ец (х, ~) -

- 00

[

-i'('t-~, О) :~ с(х, ~]d~} [(х, т) +{M-Мо(О)- ~ [~c('t-~, О) Х
-00

д , с д д 1
х ar с (х, ~) +р а,! (т -~, О) дГ ец (х, ~ + у (т -~, О) дГ t (x,~) Х

т

Х dS} с (х, т) - S[+ :. Dij (т -~) :G eij (х, ~ - :. So (т -~) х

х ~ t (х, ~ + :. Мо (т - ~ ~ с (х, ~] ds + 'Р - q:T" - k,M.i > О, (8)

где

't 't

r S[ 1 д д д1jJ = - J 2P"(h- Gijk/ (т - 5, т - n) д~ ei; (х, ~ д1l еы (х, f) -

- 00 - 00

, д д д , д

-т а. ~t(·-~, 't-n)ar-t(x, ~)дТJt(x, ч)+2a:t~с х

д д д
Х (т -~, т - f]) дG с (х, ~) дТ) с (х, Т]) + дt У (т - 5, т - n) х (9)

д "д 'д t д д
Х ar t (х, ~) дfI с (х, n) + р a:t ctij (т - 5, т - Т]) аг t (х, 5) дТ) Х

, д с д д ]
Х ец (Х, n) +р --a:t ац (т - 5, т -11) ar- с (х, 5) дТJ ец (х, n) dsd!1.
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Неравенство (8) справедливо для любых значений ei; (х, Т), {(х. Т) и с (х, I.. .
следовательно, необходимо, чтобы коэффициенты при ец (х, Т), t (х. ,].
с (х, Т) обращались в нуль. Отсюда получаем линейные уравнения СОСТОЯ Н!
вязкоупругого тела при неравномерном распределении температуры и ДВ

фундирующего вещества:

1:

ац - Dt; (О) = ) [Gi;kl (1: -~, О) : ; еы (х, ~) + а:; (Т -~, О) ~ х
-00

х t (х, ~) + afj (1: -~, О) ~ с (х, ~)] d~, (1

1:

S = S - 50 (О) = S [~' (1: -~, О) ; t (х, ~):.- -1- afj (Т -~, О) ~ х
~ р ,

-00

х etj (х, ~ - v (Т -~, О) :6 с (х, ~)]~, (1

1: . .

~ = м - м, (О) = ) [Ре (Т ~ 5, О) :6 с (х, 5) ++af; (Т - 5, О) х
- 00

х :6 ец (х, s) + v (Т -~, О) :6t (х, s)] ds. (1 :

Отсюда видно, что D i / (О) - начальное напряжение, 50 (О) и Мо (О) - Ei

чальные значения энтропии и химического потенциала соответственно.

Поскольку неравенство (8) должно выполняться для всех процессо

то члены первого порядка, входящие в него, должны обращаться в нул

Из этого следует, что величины Dl/' 50. Мо не зависят от времени. Значи

неравенство (8), которое представляет собой диссипацию энергии за сч

работы внутренних сил [3, 1О] и за счет необратимых процессов теплопр

водности и диффузии вещества [9], принимает вид

'l' = '!' - q~t. i - kl~. i :;;;..О. (11
В случае однородного поля температуры и химического потенциала им!

ем неравенство

'!' :;;;..0, (Н

которое означает, что определяемая соотношением (9) величина'!' представ

ляет собой скорость внутренней диссипации энергии и всегда положительна

Таким образом, для удовлетворения неравенства (13) достаточно выполи

ния неравенства

q~t.i + kl~.i -< О. (15
В предположении, что векторы потоков энтропии и массы линейно за

висят от истории градиента температуры 1,/ и истории градиента химиче

ского потенциала ~.i, линейные кинематические уравнения можно предста

вить соотношениями

1: 1:

S (' д \' д
qi = - J IЧj (1:' - ~ д6 ( ; (х, 5) d5- J di/ (' - s) ar- ~,; (х, s) ds,

-00 -00 (16
1: 1: .

k, = - ) k i j (1:' - s) :6 ~.! (х, ~) d~ - Smij (1:' - s) :6t,j (х, s)~·
-00 - 00

При фиксированномзначении т мгновенное значение t,j, ~.; и значени

соответствующих функционалов (16) могут иметь в общем случае противо
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положные энаки, Таким образом, из соотношений (15) и (16) следует, что

величины Лtj, kij, dij и mц должны быть постоянными во времени , при этом

диагональные элементы симметрической матрицы

А -1 D

~La~ I~,~ = 1 2 (А = ~ ЛiJ 'I~,/, В = ~ ki/lff./, D = 11 dij + mц If;./)
-D В

2

положительны, анедиагональные - удовлетворяют условию Laa.L~~ >-
>-+(La~ + L~(JJ2 .

Рассматривая уравнения состояния (10) - (12), соотношения (16) вмес

те с уравнениями сохранения энергии и массы (4), (15) и уравнениями дви

жения среды [8] для определения компонент вектора перемещения U i (х, Т),

. температуры t (х, Т) и концентрации с (х, т), ' получаем взаимосвязанную

систему интегро-дифференциальных уравнений

ац" = РЙi - X i , ец = +(иц + Щ,i), (17)

'1:

д \[ д 1 t дa:t J ~t (т -~, О) ar- t (х, ~) - р ац (Т -~, О) д~ е,/ (х, ~-
- 00

'1:

-1'(T-~, О) : ; с(х. ~]~-{Лijt+dlj ~ [~c(''C-~) ~ с(х, ~+
- 00

1 с( д д}+р а" 1: -~, О) ar- ен (х, ~ + у (1: -~, О) ar- t (х, s) d; ,ji - lf -

-Q = О, (18)
'1:

д {\[ д 1 с дa:t с - kij J ~c (1: - 6, О) дf" с (х, ~) +р alj (Т - s, О) дf" el; (х, 6) +
- 00

+ у (Т -~, О) дд= t (х, ~1~} ..- mijt,i; - т = О. (19)
'" ,IJ

дЛЯ обеспечения однозначности решения к этой системе необходимо

присоединить краевые условия [8] на физические и механические величины.

При исследовании Физико-механического поведения конкретных сред

система полученных уравнений в ряде случаев допускает упрощение. Если

считать в изотропном случае, что потоки векторов тепла и массы вызывают

ся только сопряженными им силами:

L
qi = -лt,i, kl = ----т;- I-t,i,

. то система интегро-дифференциальных уравнений (17) - (19) эквивалентна

системе дифференциальных уравнений для модели Максвелла, полученных

в работе [8], если функции влияния выбрать в виде

Gijk/ (1:1, TJ = [кт•сЕ1 (1:1, 1:2) - -} аЕ2 (1:1, 1:2)1 бijбkl + аЕ2 (1:1' 1:2) Х

х (бikб;/ + бjkбil) ,

се,с с

~l (Т1, Т2) = --т;- {1 + у, [1 - Е1 (1:1, 1:2)]}, ~c (Тl' т,) =

= d~,T {l- 1'~ [1 - Е1 (Т1• Т2)]},
t Т {О, i =l=j,

CXi;('l, T2) = aY E1(T1, т2) бij, a[/('t'I' T2) =a~' Е1 (т1 , т2) бij , бij= 1, .
i = J,
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l' ('\'1' "С2) =d'j' {1 =1= .. 1" y~y~ [1-Е ! ('t'I' "С2)]} , Е1 = ехр [- (t1+ "С2) m1lV ус.!
Е2 = ехр [- ('t'1 + "С2) tn-z].

Здесь реелогические константы m1l m2 учитывают механизм релаксацив

обусловленный релаксацией сдвиговых и объемных напряжений, а безраз-

мерные параметры yf, 1'~, 1'с.! полностью определяются удельными тепло
емкостями, релаксирующими и нерелаксирующими модулями при различны!

термодинамических процессах [9].
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В. И. Асташкнн, Я. И. Бурак

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕОРИИ ДЕФОРМАЦИИ

n-КОМПОНЕНТНОГО ТВЕРДОГО РАСТВОРА

ПРИ АЛЛОТРОПИЧЕСКОМ ПРЕВРАЩЕНИИ

Для придания металлическим материалам требуемых свойств и структуры

широко используют аллотропическое превращение, которое имеет ряд ха

рактерных черт, прис.ущих ему как фазовому переходу первого рода.

В частности, если рассматривать превращение фазы А в фазу В при равномер

ном понижении температуры, то превращение начинается при температуре

тА, когда в матрице старой фазы возникают зародыши размером более

критического, которые не взаимодействуют между собой. Такое состояние,

как и в работе [14], назовем фазой (А, Ь) . Далее зародыши подрастают и

образуются новые. При некогорой температуре Тк они приходят в контакт

между собой и образуют каркас, в порах которого находятся невзаимодей

ствующие частицы исходной фазы. Это состояние назовем фазой (В, а).

Заканчивается процесс при определенной температуре Тв полным превраще

нием исходной фазы в новую. В общем случае твердофазное превращение

связано с изменением не только температуры, но и других параметров тер

модинамического состояния, например таких как механические напряжения,

которые возникают при этом превращении [6, 12].
Теоретические исследования гегерофазных превращений берут свое на

чало от классических работ Гиббса [4]. Кинетика превращений рассмотрена
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