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УДК 539.3

Б. Л. Пелех

КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГИХ ТОНКОСТЕННЫХ

ЭЛЕМЕНТОВ С УЧЕТОМ МИКРОСТРУКТУРЫ

ПОВЕРХНОСТНЫХ СЛОЕВ

в последнее время возник интерес к контактным задачам для тонкостенных

элементов (стержней, пластин, оболочек). Имеются в виду следующие

классы задач: о взаимодействии упругих тонких элементов с твердыми

жесткими телами (штампами, подкрепляющими бандажами, ребрами

жесткости), о упругом контакте оболочек и пластин между собой, о сопря

жении континуумов разных измерений (оболочка либо пластинка - мас

сивное упругое тело). Такие задачи принято называть нетрадиционпыми в

том смысле, что известные допущения Герца о малости области контакта в

рамках трехмерной постановки проблемы здесь неприменимы [1, 11).
к указанным классам задач сводятся также задачи о напряженном

состоянии тел с упругими покрытиями, наносящимися на поверхность де

талей для увеличения долговечности и защиты их от коррозии. Фундамен

тальные результаты в этом направлении с учетом диффузионных проиессов

в системе тело - покрытие получены Я. С. Подстригачем и его учениками

[9, 101.
В работах [2, 3, 7] установлено, что результат решения контактных за

дач рассматриваемых классов качественно зависит от выбора кинематических

и статических моделей, описывающих состояние тонкостенных элементов.

В частности, применение классических гипотез Кирхгофа - Лява приво

дит к результатам, противоречащим физической сущности задач [5, 6).
Обсудим возможности новых постановок и решений контактных задач

указанных классов с учетом предположения о наличии в зонах контактиру

ющих тел промежуточных поверхностных слоев *, свойства которых отли

чаются от свойств элементов, находящихся в упругом контакте, и покажем,

что введение таких слоев в некотором случае эквивалентно обобщениям мо

делей состояния упругих элементов.

1. Постановка задачи. Рассмотрим взаимодействие твердых жестких

тел с упругими элементами, как свободными, так и связанными с массив

ными упругими телами (основаниями). Будем считать, что верхниз слой уп

ругого элемента, находящийся в контакте с твердым телом, обладает особыми

• В рамках трехмерной постановки впервые обобщение контактных задач на случай

наличия слоев, отображающих деформации реальных мвкронеровностей поверхностей кон

тактирующих тел, дано в работе (13J.
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(1)

(2]

(6)

свойствами, отличными от свойств самого элемента (эти свойства будут Ot·
ределены ниже). Предположение о наличии таких слоев оправдано в свяа

С особенностями микроструктуры поверхностных слоев [13] .
Перейдем к математическому описанию состояния составляющих слож

ной системы тонкий упругий элемент (оболочка, пластинка, стержень)

поверхностный слой - упругое тело и постановке граничных условий.

Тонкостенный элемент. Напряженно-деформированное состояние уп

ругих тонких элементов будем описывать классической теорией Кирхгофа

Лява либо обобщенной теорией с учетом деформаций трансверсальноп

сдвига (теорией типа Тимошенко). В первом случае для оболочки записы

ваем разрешающие уравнения вида

L(Kn )U + L (Kn)U + L(Кn)IJ~ + L(кn)e - q Р1/ 1 1 2 13 -J 1 - j - j.

а во втором - уравнения

L1jU1 + L2j~ + Lзjuз + L4( 'Yl + LS/V2 = qj - Pj.

где Uj (j = 1. 2.3) - компоненты упругого перемещения в главных направ

лениях Xj. "(j (j = 1.2) - углы поворота нормального волокна; qj, Pj ---.:... ив
тенсивности нормальных и касательных контактных напряжений в зонах

жесткого и упругого контакта; L~K/) и. j = 1. 2. 3. 4), Lij и. j = 1..... 5)
известные дифференциальные операторы классической [2] и обобщенной

{4] теорий оболочек.

Поверхностный слой. В работе [13] к описанию состояния поверхносъ

ного слоя применяется следующая модель: считается. что его наличие при

водит к дополнительному нормальному смещению в контактной зоне. ко

торое пропорционально неизвестному контактному давлению:

и~ = kq. (3)

где k~ коэффициент податливости поверхностного слоя, зависящий от его

структуры.

Введем предположение о том. что состояние поверхностного слоя опи

сывается одним уравнением теории упругости относительно нормального

к срединной поверхности слоя перемещения, а остальные перемещения мо

гут быть приняты равными нулю. Покажем, что в простейших случаях это

предположение приводит к результату (3).
Упругое основание. К описанию состояния последних естественно при

менить уравнения трехмерной теории упругости.

Граничные исловия. Поверхности контакта слоя с твердым телом и ос-

новным упругим элементом обозначим через ОТ и о;. осадку штампа через б
и уравнение поверхности его основания через t (х,). Тогда

и~ = Uз на 0;, a~. = q на ОТ. (4)

и~ = б - t (Х,) на ОТ. (5)

Задача заключается в нахождении контактных давлений между твердым

телом и упругим тонким элементом, а также напряжений на границе разде

ла сред.

2. Действие гладкого твердого тела на упругую полуплоскость с по

крытнем. Рассмотрим плоскую задачу о действии штампа на упругое тело.

представляющее полупространство с покрытием (рис. 1). В этом случае из

вестные функции зависят лишь от одной координаты X1- Следуя намеченному

подходу. выпишем уравнения состояния элементов:

а) уравнения равновесия покрытия описываем соотношениями класси

ческой теории Кирхгофа

d2u d2u1
D d~ . qз-рз, В dXI = ql-Pl.
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2Eh3 2Eh
где D = 2) , В = 1 2 - жесткости на изгиб и растяжение;

З (l - v -"
Е, ,,- модуль Юнга и коэффициент Пуассона покрытия: 2h - толщина

покрытия;

б) состояние поверхностного слоя покрытия описывается одним урав-

нением теории упругости

d2uC

__3_ = 0
d~ ,

(7)

решение которого должно удовлетворять условию

из = из при Хз = h-hc, о"з = q при ХЗ = h + he, (8)

где hc - толщина поверхностного слоя.

Найдем функцию Грина для данной

задачи. для этого рассмотрим вспомога

тельную задачу о действии произволь

но распределенных нормальных q (Х1) и

касательных п (X1) усилий на упругую CperJtl :Eo.Co, ~

полуплоскость С покрытием . Такая аа

дача в предположении, что контакт по

крытия осуществляется по срединной ли-

нии, решена. в работе [9] методом интег- Рис. 1
ральных преобразований Фурье. Выра-

жения для трансформант нормальных перемещений ИЗ (л), нормальных р (л)

и касательных t (л.) напряжений имеют вид [9]

- _ 1 - ,,2 2 2 - .-
uз(л) - Eol 1..1 D (1 "J.I ) [(gl Ф -а)1 1..1 +2)q - asgn л.m],

- 1 - з~
р (л) = D (1л 1) [(gl~ I1..1 + 1) q +аq2Л т],

- _ 1 з - .-
t (л) - D (1 л 1) [(g2~ 11../ n - glаЛtq] .

Здесь ядро D (л) определено формулой

D (1 л ') = glg2 ф2 - ( 2) 1..4 + ~g21 л.lЗ + gl~ I1..1 + 1
и введены следующие обозначения:

(9)

~= ; а=
(1 - 2"0) (1 + "о)

1-,,2

Индексом «О» обозначены упругие характеристики основания (упругой

полуплоскости).

Интегрируяуравнение (7), перемещение слоя получаем в виде линейной

по Ха функции:

Из = СО + С1Хз '

Подчиняя решение (10) условиям (8) для постоянных СО и C1, получаем

1_,,2 1 -,,~
СО = из - Ее с (h - hc) q, С1 = Ео q.

В результате функция Из на ХЗ = h будет такой:

el I-,,~
ИЗ x.=h = из + ---в;- q [Хз - (h-hе)J·

(1 о}

(11)
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Подставляя это выражение в условие (5) и учитывая выражения (9), при

ходим к парным интегральным уравнениям

(12)

со

~ gl (~2 ;:;~~/. + ~ q (х) cosлхdл = б - J (х) + k q (х)
о

(1 х 1-< а),
00

Sq(х) cosлхdх=О ([х I> а).
о

Полученные уравнения можно свести к интегральному уравнению Фред.

гольма второго рода

а

kq (х) + SQ (х, ~) q (~) ~ = F (х),
о

(13)

(15)

!l4)

р

Рис. 2

где Q (х, ~, F (х) - известные функции,

Аналогичный результат при решении

такого класса задач можно получить при

рассмотрении состояния пластинки по тео

рии, учитывающей поперечный сдвиг [4J.
При k -+ О из уравнения (13) получаем

интегральные уравнения первого рода, т. е.

качественно другой результат. .
3. Вынужденный изгиб пластинки с уче-

том структуры поверхностного слоя. Иссле

дуем влияние поверхностной структуры на характерной задаче о вдавли

вании жесткого гладкого штампа в поверхность упругой трансверсаль

но-изотропной пластинки, закрепленной по контуру (рис. 2). Такая задача

в рамках теории типа Тимошенко решена в работе [5, 6] без учета мик

роструктуры.

Согласно общей постановке в данном случае задача состоит в нахожде

нии решения уравнений в области контакта

D d4
Ua = q _ е d2q, d2

: __1_ l' = __1_ _:!.и~ р

dxi dxi di; Е t' <!~ ;

И вне этой области (а -< Х1 <. Ь)

d4uз _ О

d
4 - ,

х,

удовлетворяющего условиям

а) непрерывности при переходе через границу области контакта при

Х1 = а:

из(а-О)=из(а+О), y(a-О)="(а+О), M(a-О)=М(а+О), (16)
Q(а - О) = Q(а + О);

б) закрепления на внешнем контуре при Х1 = Ь:

ИЗ = у = О, (17)

а также решения уравнен ия для промежуточного контактного слоя

d2uз

di; = О,

удовлетворяющего условиям (8) и условию безотрывного контакта (4). Вы

ражение для нормального перемещения в слое, как и в п. 2, имеет вид

с . he (1 - v;)
ИЗ = из + Ее q [хз - (h -Ile)]· (18)
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Прибавив к выписанным соотношениям условие равновесия штампа
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о

получим замкнутую систему уравнений для определения неизвестного кон

тактного давления. размера области контакта и связи между действующей

силой и осадкой.

Подставляя выражения (18) в условие (4), для определения кон

тактного давления получаем следующие уравнения четвертого порядка:

d4q d2q d4f
Dk-4 -е-. + q = D-4 • (19)

dx) dx7 dx)

q

или

Рис. 3 Рис. 4

d4q 1 d2q 1 d4f
-4-~-т+-q=D-4' (19')

dXJ dXj Dk dX j

где л: = 2k' О'h - сдвиговая жесткость пластинки; k' - коэффициент

сдвига.

Рассмотрим действие штампа в виде цилиндрического параболоида
d4ff (X1) = АхТ. в этом случае ---т = О и правая часть уравнения (19) обраша
dX1

ется в нуль, а общее его решение с учетом симметрии задачи принимает вид

q = С} sh 5Х} sh rX1 + С2 ch 5X 1 ch гх}.

где

V ,,2±g2
5, r = 2'

Постоянные С} и С2 следует находить из условий q (а) = О и Q (х - О) =
р

= L( (Х + О) = - т при Х} = а. В резулыате этих действий получим

(21)
(х <. а),

(Ь:> Х > а) .о

(Т; ) а

q = ! sh Уе

t

Р { sh ва sh га }q = а 2ь sh SX} sh rX1 - ch sach га ch SX1 ch ГХ} • (20)

для сравнения приведем полученные в работе [5] соответствующие

выражения для контактного давления

Ь Х

r
---- ch ----

~/ в Уе
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На рис. 3, '4 представлены графики изменення контактного давления

q = 2;q вдоль области контакта в зависимости от параметров ~ = O,l

(рис. 3); 0,5 (рис. 4) и ~ = 0,8 приFlG' = 2,6; 'v = 0,25; Е/Ее = 10, h/he =
= 8. Штриховые кривые соответствуют решению (21) [5, 6] . Из анализа сле

дует, что учет микроструктуры существенен особенно в зонах, примыкающих

к границам в области контакта. Отметим, что качественно к таким же резуль

татам можно придти, используя в задачах такого класса теорию, учитываю

щую кроме деформаций поперечного сдвига нормальные деформации 6зз [8].
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Успешное развитие современных отраслей народного хозяйства связано с

решением одной из актуальных проблем ~ создания новых конструкцион

ных материалов с наперед заданными свойствами, способными достаточно

надежно работать в реальных эксплуатационных условиях (агрессивные

среды, широкий диапазон изменения температур и давлений и др.). Полу

чение материалов, обладающих целым комплексом полезных свойств, явля

ется сложной и не всегда разрешенной задачей. Во многих случаях необхо

димые полезные свойства можно придать широко используемым материалам
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