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В. А. Осадчук

НАПРЯЖЕНИЯ В ЗАМКНУТОА ЦИnИНДРИЧЕСКОR овопечке

С сисгемоя КОnnИНЕАРНЫХ ТРЕЩИН

Напряженно-деформированное состояние замкнутой цилиндрической обо

лочки с одной или несколькими трещинами (разрезами) исследовалось на

основании технической теории оболочек [3--5). Пределы применимости по

лученных при этом результатов могут бьпь установлены с использованием

более точных (общих) уравнений теории оболочек. В настоящей работе ис

следовано упругое равновесие замкнутой цилиндрической оболочки с си

стемой коллинеарныхтрещин, периодически расположенных вдоль окруж

ности; В качестве исходных приняты уравнения общей моментной теории

оболочек. С использованием метода дисторсий [5 J задача о напряжениях в

оболочке с трещинами сведена к решению сингулярных интегральных урав

нений и получены формулы для определения коэффициентов интенсивности.

Рассмотрим отнесенную к ортогональной криволинейной системе ко

ординат (а, 13, у) бесконечную цилиндрическую оболочку с системой k тре

щин, периодически расположенных вдоль окружности а = О. Предположим,

что эта оболочка находится под действием нагрузки, которая в идентичной

оболочке без трещин вызывает осесимметричное напряженное состояние.

В этом случае напряженно-деформированное состояние рассматриваемой

оболочки с трещинами будет циклически симметричным, что позволяет в

дальнейшем исследовать цилиндрическую панель I ~ I <: ~ с трещиной

а = О, I 13 I <: 130 (130 < ~)-
Используя предложенный в работах [3, 5] метод решения задач теории

оболочек с трещинами, исходные уравнения рассматриваемой задачи запи

сываем так:

(i = 1, 2, 3). (1)

Здесь

-.2 I-v 2 L I+vLu = 01 + --2- д2 ; L12 = 21 = --2- д1д2 ; L1з = LЗ1 = vдl ;

l-v-.2 22 2 -.2 2L22 = -2-01 + д2 + C112 (l-v) д1 + 02]; L2з = LЗ2 = д2 (1- C1 L);

2 h'"
С1 = 3R2 ;

о h2 -.2 д2 О
gз = vRel1 --з- (01 + v 2) XIl;
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и, v. w - перемещения срединной поверхности оболочки; R.. h - соответ

ственно радиус и полутолщина оболочки. Функции е?,. Х?,. характеризую
щие скачки перемещений u и углов поворота 81 на линиях трещин, имеют вид

е?, (а, Р) = е (Р) (j (а), X~I (а, Р) = - -} х (Р) (j (а) при I~1<130' (2)

8~, = X?t = о при I~ I>- Ро,
где

8 (Р) = -}(и+ -и-); х(Р) = et-81;

(j (а) - функция Дирака; индексами «+:~ и «-» обозначены граничные зна

чения соответствующей величины слева и справа от линии трещины (при

движении вдоль положительного направления по направляющей).

Решение системы уравнений (1), затухающее на бесконечности, пред

ставим в виде

и = R. (L1u·<fJ1+ Р'u'l\), v = R. (L 1,,<P1+ Р/",ы, W = R (L'W'P1 + P/w'l\'l)' (3)
где

и; = д1 {[qj + (2 + v) д~] V2V2 + c-2ai + д~ [(4 + 3v) L + 2 (l + v)]);

Рь: = д, [v (дf - д~) - (1- v2
) дi~ - vд~] + ci (1 + v) ~д~ (V2+ Р);

L1" = - д2 [(дi - vд~) V2V2 + c-
2
дi - vд~L];

Рь. = д2РаР + vд2 [V2 + (1 + 2v) дil - сiдiд2 [4дiV2 + (1 - v2) д~l ; (4)

L1w= c-2oi~ - ~ [(д1 - va~) L - va~]; P'w = - PV2V2 - v~Pа,

Р = ai + va~, Ра = (2 + v) дI + ~, с2 = 1~ \'2

ЧJl. "'1 - функции, удовлетворяющие уравнениям

Dq>1 = 8?" D1J'1 = R.x?" (5)

D = V2V2V2V2 + с-
2дt + 2 (4 - v2)д1д~ + 8дiд~ + 2д~ + 4дiд~ + д~.

Подставляя выражения (2) в (5) и учитывая условия циклической сим

метрии

v=o, (6)

для определения разрешающих функций 'Р1, '1\'1 получаем формулы

k сс 13.
<Р1 (а, Р) = n ~ л.nфn (а) S 8 (8) сos kn </3 - 8) d8,

n=О -13.

k сс 13~
1J'1 (а, Р) = - л ~ л.nфn (а) j х (8) сов kn (/3 - 8)d8,

/J=O _р,

где

(7)
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+ (щnСjn + Bjnbjn)sin bjnIа IJ, n:;;;.- 2;

Ln = 2 (Cin + BIn); B1n = 2 (Pzn- Pln)q1n; Bzn = 2 (Pln~ PZn) qzn;

с; = (Pzn - Pln)2+ q~n ~ QIn; CZn = (Р1n - pzn)2 + QIn - Q~n;

Z bZ ь' 1pjn=ajn- ,n; Qjn=2ajnjn; "'0=2; ",n=1, n:;;;'-1;

Щn, bjn - соответственно мнимая и действительная части корней характе

ристического уравнения

58 + 4k2n256 + (6k4n4 + C-:-
Z) 5"+ 4k2nZ (k2nZ - 1)2 i + k4n4 (k2n2- 1)2 = о . (8)

1~1<~0, (9)
х (~) получаем систему син-

(10)(m= 1, 2).

Выражение для Ф, (а) при k > 1 имеет вид, аналогичный Ф, (а) при n :;;;.- 2,
поскольку в этом случае уравнение (8) при п = 1 не имеет нулевых корней.

Подставляя выражения (7) в (3), а затем в соответствующие соотноше

ния для определения усилий и моментов [5 j и удовлетворяя на свободных
. берегах трещин условиям .

н, (О, ~) = О, М1 (О, ~) = О,

дЛЯ определения неизвестных функций 8 (~),

гулярных интегральных уравнений

2 r' 2n
~ J Р

'
(и) Кт, [~o (s - и)] du = kPo 'то (5),

/=1_1

Здесь

(11)

имеют вид

Кт, (z) = ат, ctg ~ + K~' (z),
00 1 00

K~I (z) = ~ B~ sin ёпг, K?z (z) , с 1} СП sin knz,
n=1 n=1

О 100. о z 00 •

К21 (z) = с ~ Еn S1П knz, К22 (z) = ~r- - 1} Dnып knz,
n=] r 2с n=!

110 = E
1h N?; , - - _1_M~' s - Р . и _ е .

20- e<REh ' -~' , - ~ '

N?, М? - усилия и моменты на линиях трещин в оболочке без трещин; ~o~.
центральный угол между серединой и концом трещины; Е - модуль упру

гости.

Ядра системы

где
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D~ = 2 (1- v + 2vci) (pjn.Ajn. -Qjn.Djn.) - [(5- 4v-v2 + 4vci)k;'

- 4 (2- v - v2
)] А[п - 2 {[2- v - v2 + civ (1 - v2) ] k~ -

- (4-v- 2v2 + vз) k~ + 2 _v2 + v3
} tjn. -k;' (1-v2

) (1- k~)2 djn.;

1
tjn = ЩnВ/n + bjn.C/n; djn. = 2 2 (bjnC/n-щnвjn);

а/n. + Ь/n

А/n = (Ь7n - зa'jn) Ь/nС/n - (а7n. - 3b7n.) Щn.В/n;

Djn = (ьуn - 3aln.) b/nBjn + (ау" - 3ЬУn) щnС/n ; kn. = nk;
l ' с

ай = т; а12 = а21 = -16 (11 - 13v + v2 + v3
) ;

t' - 1 t k~os ~ _ t k~o
-Т g-2-' /\,- g-2-' (13)

систему интегральных уравнений (10) представим в виде

1

-1- (' Qm Ю dl;, = G (t) It I< 1 (т = 1, 2). (14)
2nJ/-~ т'

-1

Здесь

Оm = 1+\.2/2 {fm(t)- ;n ~liQ/Ш'l'mj ,[(iJ(~,t)]d~};
, Фm (t) 1 ' 2 Чt - ~)

Qт(t)= 1+')..,2[2; fm=Tfmo; (iJ(~,t)=karctg l+л2f~

'У11 (z) = +[~2K?l (z) - ~IK?2 (z)]; '1'12 (z) = +[а11К?2 (z)

" -а12К? 1 (z)]; '1'21(2) ~+[lZ22JdI (z)-~IK~ (z)];

ш I о о
'1'22 (z) = - [а11К22 (z) - а12К21 (2)]; а ,= lZlllZ22 - a12~1'

а

для построения решения системы уравнений (14) целесообразно вос

пользоваться одним из прямых методов решения сингулярных интеграль

ных уравнений [1, 2, 6). Для нахождения функций Qт применим обобщение

метода Мультоппа [21. Применяя этот метод в случае, когда нагрузка сим

метрична относительно сечения et = О, дЛЯ определения коэффициентов ИН

тенсивности k1, соответствующего усилию N1 , и kз - моменту М1 , получаем

формулы

V 2R'J... nj2 (1)
kl = fLl -k-(l + ').,2) ~ АЦ-l

, /=1
и= 1, 3), (15)

где

(1) 4 nj2 (1) • ) 8
A2j- 1 = n ~ ер" cos (2] ........ 1 '1';

'1'=1

2\'-1
8'1' = 2n ~; fLt = 1; Р>з = Rc;
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CP~') - корни системы алгебраических уравнений

~ (1) R (2) 1 f(l)
~ (amvfPv + tJmvfPv ) = т т,

v=1

n/2 RO (1) О (2) 1 (2)
~ (tJmvfPv + amvcpv ) = 2'" fт

\' =1

(т = 1, 2, ... ,-%-);
(16)

.'

/,5

о 4025 0,045 4055 4М5

n~ натуральное четное число, равное количеству чебышевских узлов. Ко

эффициенты системы алгебраических уравнений вычисляются по формулая

1 л
ат" = 2n {Уm" + Атл (Ч'1l (Zl) - Ч'll (Z2)])' ~т\' = Ат 2n [Ч'12 (Zl) - Ч'12 (Z2)]'

a~" = dn {Ут" + Атл [Ч'22 (Zl) - Ч'22 (Z2)]}, ~~" = Ат 2: [Ч'21 (гд - Ч'21 (г2)]'

(17)
2 л [cos8'1' +(- 1)' cos8т] 1

г, = -k arctg i 1 ' Ат = 1+ л2 cos2 От •1+ (-1) л2 соs 8mcos 6"

1 [ 6т =F 0'1' 6т =F 8" ] 2т - 1
Ут" = sin 8т ctg 2 + tg 2 ' ет = 2n л,

f(l ) -_ - А N° .t(2) _ Аm МО
т т 1, [т - --CR 1·

Верхний знак берется в случае, когда число Iт - v I нечетно, а нижний,

когда оно четно.

для случая, когда замкнутая оболочка растягивается равномерно рас

пределенными усилиями N о' на ЭВМ «Минск·

32» произведен численный анализ при следу

ющих значениях параметров: R = 0,15 м;

h = 0,0015 м; v = 0,3 при наличии в оболоч

ке одной (k = 1) и семи (k = 7) трещин.

Приведенный рисунок иллюстрирует за

висимость коэффициентов интенсивности уси

лий (k1) и моментов (k:J от относительной
1

длины трещин Р = nR (1 = лR~о - полу-

длина трещины). Кривыми 1 (k = 1) и 2 (k =
= 7) представлена зависимость величины k? =
= k1lNoVl. а кривыми 3 (k = 1),4 (k = 7) 
величины k~ = kзlO.125 Nо!J.эУ7.
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