
незпачительных пределах. Числовые подсчеты показали, что при d = 4а для

произвольных а, 'IjJ и Ip I k2 1< о.озь; Ikз I < о.озь.,
Если трещины размещены в одной плоскости, то полученные по форму

лам (15) результаты совпадают с приведенными в работе [11.
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Точное решение плоской задачи для анизотропной пластинки, ослаблен

ной отверстием, известно только для случаев, когда отверстие имеет форму

круга или эллипса [1, 2]. Для определения напряжений в анизотропной

пластинке возле отверстия, мало отличающегося от кругового или эллип

тического, применяются приближенные методы [1, 3, 41, которые распро

странены и на случай многосвязных анизотропных пластинок [5]. в данной

статье приведено точное решение второй основной задачи для бесконечной

анизотропной пластинки с криволинейным отверстием, ограниченным прос

тым замкнутым контуром.

Пусть анизотропная пластинка, имеющая в каждой точке плоскость

упругой симметрии, параллельную срединной плоскости Оху, занимает бес

конечную область 5 с отверстием, ограниченным простым гладким замкну

тым контуром {f,. Рассмотрим вторую основную задачу, когда заданы смеще

ния и и v точек границы {f, области 5, а напряжения в пластинке на беско

нечности ограничены: а;' = р, а'; = q, т; = г.

На основании формул плоской задачи анизотропной среды [1, 2] гра

ничные условия записываем в дифференциальной форме

dV = d (и + iv) (t Е {f,), (1)

причем

2 _ _ __

V = ~ [(pj + iqj) ffJj (Zj) + (pj + iqj) ffJj (Zj)]; (2)
j=1

lim ffJ/ (Zj) = AV) (j = 1, 2).
IZj[->-оо

Здесь А (j) ~ постоянные, которые выражаются через напряжения в плас
тинке на бесконечности; t -= аффикс точки_контура {f,; г, = Х + SjY (j =

32



(3)

(4)

= 1, 2).- обобщенные комплексные переменные, изменяющиеся в облас

тях 5 j , получаемых из области 8 соответствующими аффинными преобразо

ваниями, а 5, = d, + ф, - корни -характеристического уравнения; р"

q, (j = 1, 2)~ известные постоянные величины, зависящие от упругих

свойств материала пластинки [1, 2].
Контуры отверстий областей 8, переменных Zj = Х + 5jY обозначим

через ~j' а аффиксы их точек - через t j (j = 1, 2). Аффиксы точек кон

туров f!:" и f/!, находятся между собой в аффинном соответствии:

t = 1 - is, t + 1+ is, -t (' 1 2)
j 2 2 /=,.

Граничные условия (1) преобразуем к интегральному виду [61

SF (t) dV = SF (t) d (и + iv),
!z' !z'

SF (t) dV = SF (t) d (и + iv),
!z' !z'

где F (t) - граничное значение произвольной функции F (г) переменной

г = Х + iy, голоморфной В области пластинки 8.
Пусть регулярная функция, совершающая конформное отображение

внешности единичной окружности у (1 ~ I>- 1) на внешность контура f/!,
области 8, имеет вид

причем [7)

.Z= о) (~) = R (~+ ~ Ck~~k) (0)' (~) =i= о, I ~ 1>- 1),
k=l

(5)

N

~ klckl2 < 1.
k=l

Изменением постоянных Р, Ck И N в соотношении (5) можно получить

отверстия в форме круга, эллипса, овала, криволинейного треугольника,

четырехугольника и др.

Соотношения (3) с учетом отображающей функции (5) принимают вид

R' --
tj = -j- [О) (о) + т,О) (а)] (tj Ef/!", о- Е у), (6)

где

R. - R (1- iSj). т, = 1+ iSj • 1 2
/ - 2 ' / 1 - iSj (/ = , ).

Выражения (6) представляют собой граничвые значения функций

z,=O)/(bj)= i/ [О)(ь/)+miй( ~/)] (г,Е8" /ь,I>-I),

(7)

(8)

регулярных в областях I~j 1>- 1, кроме точек ~/ = 00, где они имеют по

люс порядка N. Функции Ы/ (~j), O)j (ь,) имеют нули, расположенные вне
единичной окружности у, число которых равно N ~ 1. Только при ck = О

(круговое отверстие) и N = 1 (1 С1 I< 1) (эллиптическое отверстие)

Ij)j (bj) =i= о и O)j (bj) =1= о вне у.
При больших I Zj 1 функции ЧJ/ (г/) имеют вид Н, 2]

({Jj (г/) = D(J) In Zj + еЛ <l1z/ + .A~<l1 + О (+) (j = 1, 2). (9)

Постоянные пШ выражаются через компоненты главного вектора внешних
усилий, вызвавших заданные перемещения u и v точек контура fl. области S,
по известным формулам (2).
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(10)

(12)

где

Функции »-, (~j) ограничены в областях 1 -< I ~J I< 00, а в точках

~J = 00 имеют полюс порядка N. Последние утверждения вытекают из ус

ловий (2), налагаемых на функции qJJ (г,) на бесконечности:

1, , () и <P:j (~J) = л (}) ( . 1 2)
пп qJ, Zj = 1т. vf, J = ,

~~~ IY~oo ~ ~»

и ограниченности выражения

2 _

и + iv = ~ [(Р/ + iqj) qJ.J (~/) + (PJ + iq,)fP., (~,)] (1 -< I~J 1< 00).
' = 1

Следовательно, функции fP.J (~/), ограниченные в области 1 -< I ~/I < 00

при достаточно больших I ~/ 1, можно представить в виде рядов (неограни

ченные слагаемые отброшены)

N ее

qJ.J (~/) = D()) lп ~J + ~ ajf~1 + ~ .лJ!>~/k (j = 1, 2). (13)
1=1 1=0

Однозначные функции (10) не имеют других особых точек, кроме по

люсов, совпадающих с нулями функции ш'; (~J). Следовательно, они явля
ются мероморфными функциями переменных ~J' а в рассматриваемом случае

в силу представлений (5) и (13) - дробно-рациональными,

При надлежащем определении функций fP:/ (~J) логично достичь того,
что функции (10) будут ограниченными вне единичной окружности '(О дЛЯ

этого достаточно пот~ебовать, чтобы нули функции fP:/ (~J) совпадали вне '(
с нулями функции ffiJ (~/).

Таким образом, функции qJ:J (~J) должны удовлетворять условиям
, (v)

qJ.I (~/ ) = О (" = 1, 2, ••• , N -1) (j = 1, 2), (14)

где ~}V) _ корни уравнения

C'I)~(~/) = О И= 1, 2)- (15)

по модулю больше единицы (1 ~}V) I> 1). На основании выражений (5),
(11) и (13) функции (10) принимают следующий вид:

N 00

v (/) +~ ka~)~1- ~ kftY/~/k

, ( ) k=1 k=1 С 1 2) (16)

qJJ zJ = Rj[(~J- k~l kСk~ik)-тjRR-l (~jl_ ~1 kC~~)] J =, .

Условия (12) и (14) с учетом разложений (13) записываются так:

N N-I 00

~ kJlM) (~}"')гk - ~ ka~) (~~V»k = Na~) (~}V»N +D(})_ ~ k.л~) {Q..,)гk

1=1 k=1 k=N+1

причем

(" = 1, 2, ... , N - 1) И= 1,2), (17)
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Здесь ~?) - корни уравнений

~! - ±kCk~ik - m/RR-1(~il - ~ kCk~J) = 0- (19)
k=1 ~I

по модулю больше единицы (1 ~}V) 1> 1) (j = 1, 2).
В преобразованной области граничные условия (4) принимают вид

5F* (а) dV = 5F* (а) d (и + iv),
у '1'

(20)

SР*(а) dV = 5F*(a)d(u + iv),
у 'v

где F*Ю = F [О) (~) J- произвольная функция, голоморфная вне у.

Граничное значение функции V на у согласно формулам (2) и (13)
определяется формулой

2 N (f)k - --т k
V = ~ ~ [(р/ + iq/) щ а + (Р/ + iq/) ak0'- ] +

j=lk=1

+~ i; [(р/ + iq/) .A~}O'-k + (Р/ + (q/) .A~}O'k]. (21)
/=1 k=O

Произвольную функцию F* (~) представим в виде ряда

Р* Ш = ~ E~~-n. (22) ·
n=О

(23)
2 -

- - Л(]} (f)'
~ [(р! + iqj) if(.n + (р, + iq j) а: ] = gn
/=1

Внесем выражения (21), (22) в граничные условия (20) и выполним интегри

рование вдоль замкнутого контура у. Полагая при этом все Е/, кроме Еn•

равными нулю, получаем систему линейных алгебраических уравнений от

носительно коэффициентов разложения искомых функций (13) вида

2 {J} - --т *
~ [(р/ + iq/).An + (р/ + iq/) аг ] = {n.
/=1

(n = 1, 2. ... , 00),

причем a~ = О при п > N;

0* 1 5 п • 5 п 2[п = - 2лin а d (и + it l ) ; gn = 2лin 0'- d (и + iv). ( 4)
у+ '1'+

Если главный вектор внешних усилий, вызвавших заданные переме

щения и и v точек контура f:i, равный нулю, то в формулах (13), (16) и (17)
постоянные DV} = о.

Из системы (23) при п > N находим

.А(1) - Р2 - iq2 f' Р2 + iq2 -о
n - 2i (Q1P2 - PtQ2) п - 2i (QlP2 - Plq~ gn,

.А(2) _ Рl + iq\ -о Рl - iqt f' (25)
n - 2i (q\P2 - Р! qз) gn - 2i (qtРз - PtQ2) n

(n>N).
Присоединив к системе (23) (n = 1, 2, ... ,N) равенства (17), получим конеч

ную систему линейных алгебраических уравнений порядка 4N - 2 (N 
наибольшая отрицательная степень в разложении отображающей функ

ции (5» для определения остальных коэффициентов разложения функ

ций (13).
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Когда в отверстие пластинки {f, впаяно абсолютно жесткое ядро, то

и + iv = iBot + ио + ivo, где 80~ угол поворота ядра, а величины (25)
определяются формулами

f~ = R80Cni, g~ = Re/)n1i, f~ = О при п:» N (26)

(n = 1, 2, ... , N),
где бпk ~ символ Кронекера.

Угол поворота ядра 80 определяется из условия равенства момента Мо,

приложеиного к ядру, моменту усилий, передающихся на пластинку со сто-

роны ядра. Это условие, записанное в функциях <р; (г/), имеет вид

2 Re±Stj(j); (tj) dt j = Re i St(Хп + iYп) ds = - м; (27)
1=1 {f,1 {f,

В преобразованной области условие (27) с учетом формул (8), (10) будет та

ким:

(30)

(28)

2

~ [(РI + iq/) лх) + <Р1 + (qj) a~)] = О,
j=1

2

~ [(РI + (ql) л~) + (Р! + iql) a~)] = О,
j=1

злу) +л\й (~}V»2 _ а\') (~}V»4 = 3aff> (~~V»6

(n = 1, З) U= 1, 2) (v = 1, 2),

2 S '2Re~. (f)/(u/)(j)Qj(u;)dai -МО•
1=1'У . ..

Отсюда находим зависимость между углом поворота ядра 80 и моментом

Мо, приложеиным к ядру:

4лIm {~I я, [_.А!Л + n~1 ~спаUJ:+m;R.R-l (аУ) - п~nёпЛ~»)]} = -МО• (29)

Положив в равенстве (29) 80 = О, получим формулу для определения

величины момента Мо, удерживающего ядро от поворота.

Рассмотрим растяжение ортстропной пластинки с квадратным отвер

стием, в которое впаяно абсолютно жесткое ядро (или кольцо). Оси коор

динат х и у направим параллельно главным направлениям упругости. На бес-

конечности пластинка растягивается усилиями а:;' = р, а'; = q ('t'~ = О).

Ядро свободно от внешних усилий (Мо = О).

\,:" Б рассматриваемом случае N = 3, С1 = О, С2 = О, СЗ = ёз~ R = R, D(J) =
. О, 80 = О, f~ = О, . g~ = О, 5! = i~/' а коэффициенты Л~, a~) ~ величины
действительные, причем с четными индексами n равны нулю. При положи

тельном СЗ вершины квадрата лежат на осях х и у, а при отрицательном сз
стороны квадрата параллельны осям координат х и у.

Система алгебраических уравнений (17), (23) с учетом симметрии

задачи относительно координатных осей х и у будет шестого порядка сле

дующего вида:

rде

(j = 1, 2)-

(1) • Rtmtсз (+ A~) аз(2)
аз = - 2 (~i _ ~~) Р !-"2q ,

Здесь ~}V) _ корни уравнений (19)

6 4 ~2 З О3сзmj~1 + ~! - mj~j - сз =
ПО модулю больше единицы (1 ~~V) 1.> 1).

Функции напряжений согласно формулам (16)

, зaJi~r + ay)~; - ':л\f)~7 - З.:Л~)
<Р! (Zj) = 4 2 6

Rj [(~i - 3c:J - m, (~' - 3СЗ~j)]

имеют вид

u= 1, 2).

(31)

(32)
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В таблице помещены численные значения напряжений 0'6 и О'р (в долях р)

в некоторых точках контура квадратного отверстия (сз = + -}) вдоль линии

спая с ядром фанерной пластинки с комплексными параметрами Ш: 51 =
=4,IIi, 52 = O,343i, если Ех =Етах, и 51 =O,243i, 52 = 2 , 9 Н , если Ех =
= Em in, Еl = 1,2 · 101'> кг/см", Е2 = 0,6. 106 кг/см", "'l = 0,072, v = 0,036,

"G = 0,07. 105 кг/см",

ес

'[ху=О. Е =Е
х rnах

I

I
1 1

I
1

C'= -g с. = 9 С'=- "9 С,= 9
в. рад

I I I
6, рад

I I I
ив (]р (Т6 (]р (]в (]р . (]в (]р

о I 0,044 , 1,234 I 0,049 11,35715Л/l811,069 I 0,503

n/36 1 0,0441 1,2381 о, J00 I 1,267/ л/3 / 0,883/ 0,117

n/18 j 0,045 /1,249 1 0,232 1 1,0781 7л/18 1 0,165 ! 0,040

n/l2/ 0,045 /1 ,268 I 0,354 1 0,89915Л/121 0,046 I 0,034

nj9 I 0,045 /1,294 I 0,427 l 0,7681 4л/9 I 0,009 I 0,033

п/6 I 0,05911.342 I 0,471 I 0,626 1 17л/36 1 0.00з1 0,033

2Л/91 0,329 11,161 I 0,457 \ 0,5691 л/2 I 0,002 I 0,033

Корни уравнений (31) по модулю больше единицы

ответственно равны:

(~\V»)2 = _ 4,324; (~~V»)2 = 5,685, если Е; = Еmах,

(~\V»)2 = 5,427; (~V»)2 = - 6,559, если Ех = Еmах ,

(~!V»)2 = 4,324; (~~V»)2 = - 5,685, если Ех = Em 1n ,

(~\V»)2 = _ 5,427; (~'\I»)2 = 6,559, если Ех = E min,

0,436 0,540

0,434 0,503

0,478 0,414

0,522 0,332

0,553 0,217

0,423 0,095

0,003 0,038

(1 ~?) 1> 1) и со-

1
С = ~- '
з 9 '

1
Сз=g;

1
C2=~9;

1
с4 = т

('>' = 1, 2).
Задача изгиба анизотропной пластинки с отверстием вида (5), в которое

впаяно абсолютно жесткое ядро, решается аналогично.
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УДК SЗ9.з

В. А. Осадчук

НАПРЯЖЕНИЯ В ЗАМКНУТОА ЦИnИНДРИЧЕСКОR овопечке

С сисгемоя КОnnИНЕАРНЫХ ТРЕЩИН

Напряженно-деформированное состояние замкнутой цилиндрической обо

лочки с одной или несколькими трещинами (разрезами) исследовалось на

основании технической теории оболочек [3--5). Пределы применимости по

лученных при этом результатов могут бьпь установлены с использованием

более точных (общих) уравнений теории оболочек. В настоящей работе ис

следовано упругое равновесие замкнутой цилиндрической оболочки с си

стемой коллинеарныхтрещин, периодически расположенных вдоль окруж

ности; в качестве исходных приняты уравнения общей моментной теории

оболочек. С использованием метода дисторсий [5 J задача о напряжениях в

оболочке с трещинами сведена к решению сингулярных интегральных урав

нений и получены формулы для определения коэффициентов интенсивности.

Рассмотрим отнесенную к ортогональной криволинейной системе ко

ординат (а, 13, у) бесконечную цилиндрическую оболочку с системой k тре

щин, периодически расположенных вдоль окружности а = О. Предположим,

что эта оболочка находится под действием нагрузки, которая в идентичной

оболочке без трещин вызывает осесимметричное напряженное состояние.

В этом случае напряженно-деформированное состояние рассматриваемой

оболочки с трещинами будет циклически симметричным, что позволяет в

дальнейшем исследовать цилиндрическую панель I ~ I <: ~ с трещиной

а = О, I 13 I <: 130 (130 < ~)-
Используя предложенный в работах [3, 5] метод решения задач теории

оболочек с трещинами, исходные уравнения рассматриваемой задачи запи

сываем так:

(i = 1, 2, 3). (1)

Здесь

-.2 I-v 2 L I+vLu = 01 + --2- д2 ; L12 = 21 = --2- д1д2 ; L1з = LЗ1 = vдl ;

l-v-.2 22 2 -.2 2L22 = -2-01 + д2 + C112 (l-v) д1 + 02]; L2з = LЗ2 = д2 (1- C1 L);

2 h'"
С1 = 3R2 ;

о h2 -.2 д2 О
gз = vRel1 --з- (01 + v 2) XIl;
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