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ПЕРВАЯ ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

ДЛЯ ТЕЛА С ДИСКООБРАЗНblМИ ТРЕЩИНАМИ

Пусть в упругом бесконечном теле, связанном с декартовой системой коор­

динат Ох1х2хз, имеется N плоских трещин (разрезов) произвольной конфи­

гурации, находящихся под действием касательных N 1п, N2п И нормальных

Nзn усилий (n = 1, N).
Обозначим через Sn область, которую занимает n-я трещина, а через

s;t и s;~ противоположныеее поверхности. При деформации эти поверх­
ности смещаются относительно друг друга, вследствиечего компоненты век­

тора первмещенийразрывны при переходе с поверхностиs;; на S;;. Поэтому
при решении задачи будем имитировать трещины скачками смещений, ко­

торые характеризуются функциями (1,{п (РJ, где Рn (Х1п, Х2п, О) - точка

области Sn в локальной системе координат ОпХlпХ2пХзп.Эта система выбрана

так, что координатная плоскостьХ1пОпХ2п совпадает с плоскостью располо­

жения трещины. ....
Компоненты ш« вектора перемещений Ип' согласно результатам работы

[3), определим через неизвестный скачок смещений поверхностей п-й тре­

щины по формулам

. дчr!п (Мп) 1 - 2'\1 д'l'зп (Мп) Хзп дЧ'п (Мп)
Иiп (МП) = дхзп - 2 (1 _ '\1) дх!п - 2 (1 _ '\1) дх{п (i = 1, 2),

(1)
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uзп(Мп) - дхзп + 2 (1 - '\1) дх1п + дХ2п - -::2-'(-:-1-_-'\1-')- _-+:........:.:с..

где ,,- коэффициент Пуассона;
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II nJ ~ дх '
5=1 Зп
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(i = 1, 2),
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дХ(З_l)П д~n - дх 1п -
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(112п = -1-- - д д [(1- 2'11) Ч'зп + хзп'!'п] +- '\1 Х 1 П х2п

д
(
дЧ' дчr)}+(1-'11)-- __I_n+~ ,

дхзп дХ2п дХ1п

Rn = [(Хlп ~Ы2 + (Х2п - ~2)2 + X~n]r/! - расстояние между точками M~ (Xln,

Х2п, ХЗп) и p~ области Sn'
Если локальные системы координат выбраны так, что sii' соответствует

ХЗп = ± о, то из формул (1) и (2) следует, что (1,/п = (и~ - u/t)/4л и равны
нулю на контуре области Sn'

Учитывая формулы (1) и (2), для компонент тензора напряжений запи­

сываем выражения
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аиn = -1-0- {- ---;- [(1 - 2v) 'I'Зn + хзn'l'n] +
-v дхin

+ 2 -дд [V'l'n +(l-v) ддчr~n ]} (i = 1, 2),
ХЗn x1n

где G- модуль сдвига.

По известным (Jiln можно опР:,делить внутренние усилия в теле на про-

извольной площадке с нормалью п, обусловленные скачками смещений по­

верхностей всех трещин. В частности, если нормаль -; совпадаетс осью ОnХЗnt
то суммарные усилия на поверхностиSn должны равняться заданным внеш­

ним усилиям на трещине. Удовлетворяя этому условию, для определения

ain (Рn) получаем интегральные уравнения

ь; "" ctin (Рn) dS
n +(- 1)i (1~ (\з) v д "5 [а 1 n (Рn) aR(j;/ _JJ Ron дХ(З_i)n J дх2n

~ ~

дR-1 ] N з
- IX2n (Рn) дх

Оn

гз, ~ ~ ' 55~ a sk (Pk) 'Xis (Pk, Мn) гз, =
In k=1 S s=1

k

1-v ----
=-а-N1n(Мn) (n=1, N), (i=l,З), MnESn. (4)

Здесь N in~ заданная на n-й трещине нагрузка; б" - символ Кронекера;

штрих возле суммы означает, что в ней опущен член с номером k = n;
---> - .....

Ron=IPnMn/; Rkn=/PkMnl; (5)

'XiS(Pk, Мn) = KIS (R~n) -Ха a:s Lj (R~n)'

причем KiS и Ll - операторы

(iJ = ~J(~::s) ::; + (~:s) дХР:~+IJ '

з

в которых Х4 = X1, Хр = epkndkn +~ lplXln, ерkn - направляющие косинусы
1=1

вектора dkn, соединяющего точки 0k И ОП С осями 0kXpk; dkn = Idkn 1; ве­
личины l;i-КОСИНУСЫ углов между осями 0nXin И 0kXlk и, i = ~). Коэф­

фициенты Kpls, K;IS, IрiЗ и 1;IЗ выражаются соотношениями

Кл« = vб2sl;i3 - (1 - 2v) бзsl llз , K2ls = vбlsl;iЗ - (1- 2v) бзs12lЗ,

КЗiS = бlsl;IЗ + б2sl;i3 + БЗS [2v (lJiЗ + 12iЗ) + 1щ],

K;is = - v (б 1 sl;iЗ + б2sl;iЗ) - (1- 2v) бзsl;iЗ,

K;iS = 2б 1 s (1 11з + vl2lЗ) + (1 - v) б2s1;i3'

K;is = 2б2s (vlliЗ + 121З) + (1 - v) бlsl;iЗ,

lРiЗ = lpilp3, l;IЗ = lРll~+I)З + 1~+I)ilрЗ, 14i = lli.

Решение интегральных уравнений (4) для произвольной области Sn яв­

ляется довольно сложной задачей. Однако для круговой области Sn (дис­

кообразные трещины) можно построить приближенное решение уравнений

(4) при некоторых ограничениях относительно расположения трещин. Для
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(6)

этого сведем интегральные уравнения (4) к решению двумерных интеграль­

ных уравнений типа Фредгольма,

Так как функции а/n равны нулю на контуре области Sn' то с результа­

тов работы [4 j можно положить

1 гг [1а/n (Мn) = - 4л:Z ~ J Е/n (Рn) --+

S /РnА1nl
n

где е/n (Рn)~ неизвестные функции;

• y"-(-'a~"-----a-2--~-2-)-(u-Z-+-(lZ--а"'''"~-г-'''-1

~n [Рn(а, ~), Рn (и, v)J = ~ л:2 [(а _ и)2 + Ф _ (1)2] , (7)

причем'с, - радиус круговой области Sn' Рп Е Sn; S~ - внешняя по отно­
шению·- к з; область, г; Е S~. Здесь и в дальнейшем предполагаем, что
локальные системы координат выбраны в центрах дискообразных трещин.

Используя результаты работ [4, 5), из формулы (6) получаем соотно­

шения

~/n (;1. ы (Xj n -lSj l ; 1 - <'>j2bl
(Xtn - ~1)2 + (Х2n - ~2)2

+0<1

d~~2 = 2~ ~ ~ -.:....:......,-------;:~...,.......,.'-=---------;:-..;.:;--dSlds2' (8)

где

~/n(P~) = E/n(P~) для PnES~;

~In (Рn) = SSEln (P~) ~~ (P~, Рn)аз; для г, Е э;
sn

(9)

(11)

Если вместо функций а/n (Рл) ввести в рассмотрение функции Е/л (Рn) по фор­

мулам (6), то интегральные уравнения (4) сведутся к интегральным уравне­

ниям типа Фредгольма для определения В/n (РJ, а именно:

(М ) + (- 1)/ (1 - <'>(3) awл (А1л) -~, SS~ (Р) · (Р М \ dS -
Е/n n 2 V дх . ..::J ..::J (X,sk k ')Си /l' nJ k -

(З-I)Л k= 1 S 5=1
k

l-v --
=-о-N,n(мл) (n= I,N), МлЕS~, (10)

W (М ) = _1 "tr (Х2л - Ы ~In (~t. ;2) - (х 1 л - ~ t) ~2л (~1' Ы
Л л л: .JJ (х 1 n - ~1)2 -1- (Х2л - ~2) 2 ds1ds2,

- 0<1

причем (х,/л И ~/л выражаются через В/л соответственно по формулам (6), (9).
Построим приближенное решение системы интегральных уравнений (10).

Обозначим через dл величину miп dkn И предположим, что dл > 2аn , dn >
> 2ak , где ak - радиусы трещин, соседних с л-й трещиной. Тогда ядра ин­

тегральных уравнений (10) разлагаются в сходящиеся ряды

0<1 х(р) (Р А1)

(Р М) = ~ /5 k. . n
')C/s k' n .L.J dP+3

р=о n

Если представить функции ч« в виде ряда

(М )
= ~ В/пр (А1n)

е/n п .L.J dP ,
р=о n
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(12 )

(13)(i = 1, 3),

то из уравнении (10) для определения e in p получим системы интегральных

уравнений в виде

(_1)1 (l-б,з> '11 дWпг (Мп) 1-'11
einr (Мп) + 2 д = <5го -0-N'/I(Мп) +

Х(З'--i)П

N, г-З 55 З (г-З-р)+~ ~ ~ a skp (P k) Xis (P k , мп) гз;
k=1 р=О S k . =1

В формулах (12) askp определяются через e skp соотношениями (6), а соответ­

ствующие величины следует принять равными нулю, если хотя бы один из

индексов отрицательный. Функции Wпг определяются через el nг по форму­

лам (11), если в последних заменить 8in на е,пг.

Так как функции X~) есть многочленыр-й степени переменных Xln, Х2п,
то можно убедиться в том, что функции 8,пг необходимоискать в виде много­

членов степени г ~ 3 с неизвестными коэффициентами, которые определя­

ются из соответствующей системы линейных алгебраических уравнений. Это

непосредственно следует из выражений (11), если при вычислении интегра­

лов воспользоваться результатами работ [2, 6].
Располагая функциямие,п, можно непосредственноопределить коэффи­

циенты интенсивности напряжений k in [7]. Учитывая выражения компонент

напряжений через функции Щ/I, а также формулы (6) и (7), получаем

k. . а _ О (' (' Va; - ~i - ~~ "п (~1' ~2' ерп. ап)
( п('Рп, л) - ,(1_ '11) л Уал:rt ~J (~1 - ал cos qJn)2+ (~2 - ал sin ерп)З dS1ds2 ~

л

fJ,з (- 1)' Gv .
- 2 (I-v) K/I ('P/I' a/l)

где !IJII - угловая координата точек контура n-й трещины;

... / n (Г; - а;) д (' (' /!л (ГП cos ерп . ГЛ sin ерп . ~1' ~2) d't d'i: .
К; (!IJn, ап) = Птп V a/l дгл JJ W;I (~l' 6J Ы "'2,

Гп"йll SII

(14)

f3/1 = - еlп sin <Рп + е2л cos <p~;

(7), а W II - соотношениями (11)
{J/I = е3/1; {2/1 = еJл cos <РЛ + ~/I sin <p~;

/ln -функция, определяемая формулой

и (9).
Если трещины находятся под действием постоянного внутреннего дав­

ления Nn и их центры размещены вдоль прямой линии, то выражения для

коэффициентов интенсивности напряжений можно записать в виде ряда

k1л (<РII) = kn {I - :n ~' 8~V~1I [Fзз +
k=l

++ ::п (Qззз cos 'Рп + Q4ЗЗ sin 'РII) 8/1]} + О (8~),

k ( ) 4kn~, 3 З (Р 'F' +
2л 'Рп = - Зл (2 _ '11) ~ 8пVkл lЗ cos 'Рп т 2З SIП !J'л

k=1

+ -61 :л [2 (Q41З + QЗ2З) sin 2!J'n + QЗIЗ (4 cos2<РII - v) +
kll

+ Q42З (4 sin2 <p~ - '\1)] 8 11 }+ О (e~), (15)

k () 4 (1 - '11) kll ~, 3 3 (Р . . F +
3п 'Рп = Зл (2 _ '11) ~ ell'\lkn 13 SIП <Рп - 2З COS <P/l

k=1

+-{- ::11 [2 (QЗ1З - Q42З) sin 2<РII + (Q41З - Q32З) 1 '11 '11 +
+ 4Qш sin2!J'1I - 4QЗ2З cos2 <Рп] 811 } + О (8~),
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где

kn = 2NnV аn/n; Еn = аnМn; dn = min akn ,

Vkn = andnNk/akdknN~;

F/5=Pj5 +P;5- еЗkn(Т/5 +Т;5) (j , s= 1, 3);

Qi/5 = - [3Pj5+ 5Р;5 - e3kn (7Т;5 + 5Tj5)]Ьа-2) +

+ 35ij5+ езkл (l 55;j5- Qij5) - (T j5+ T ;s) IЗ(l-2) ;
з

Ь/ = 12je2kn + Iзjезkл; P j5= - ~ K qj5;
q=1

• З 2 •
Р/5 = 3 ~ eqknK qj5 + е2knеЗknК2j5;

q=2

T js = - 15e5kn(.± е~knlq/з + ~2knе3knl;/з);
q=2

3 •
Tj5= 3e5kn ~ (1 + 2бq5) lq/З + 3 [(1- бз5) l1 jзе(з-s)kn +

q=2

+ (1 - б25) 1;jзе(4-S)kл + (1 - б 1 S) 1;/зе(5-s)kn];

5i/s = еи« [K;/s11(1-2) + 2K2/s12{i-2)] + 2еЗknКЗ/5/З(i-2) +

+ [ е2kл1З(I-2) + e3kn12(i-2)] K ;/s;

• з

5 ij5 = ~ еqkпlq/з [еqkл (Б I 51 1( 1-2) + 3бqslq(I-2») + (2e(5- q)knlq(i-2) +
q=Д

+ eqkn/(5-q)(i-2») б (5-q)5} + (е2kл б2s + еЗkлБЗs) (е2kn1;jЗ + е3kn1;jЗ) 1I(i-2) +

+ 1;jЗ [ е2knеЗkn (Б I 5/Щ_2) + 2б2s12(i-2) + 2БЗs/3(t-2» ) +
+ е~knб2513(i-2) + еi"nБЗsI2(1-2»)] ;

З

QijS = 3 ~ бq5Iq(t-2) ((1 + 2б2s) 12/3 + (l + 2бзs) 1з/з] +
q=1

+ 3/;/з (б\ 512(i-2) + б2s1 I(i-2») + 31;/з (Б I51З(/-2) +
+ бз511(i-2») + 31;/з (б2s13(i-2) + бз512( {-2») .

Если центры дискообразных трещин

не размещены на одной линии, то коэффи-

'/.~ циенты интенсивности напряжений опре-
деляются по формулам (15), но выражения

для Fн И Qi/5 имеют более громоздкий вид.

В качестве примера рассмотрим две

дискообразные трещины одинакового ради­

уса а, которые нагружены внутренним дав­

лением р . Зададим параметры, характер и­

зующие расположение трещин в простран­

стве, в виде 112 = 113 = 121 = 131 = е1kn =
Рис. 1 = О , 111 = 1, 122 = I з з = cos 'Ф, 123 =

= -/32 = sin 'Ф, е212 = cos а, е31 2 = sin а,

е221 = ~ cos (а - 'Ф) , е321 = - sin (а - 'Ф) . Это соответствует случаю, ког­

да первая трещина неподвижна , а вторая п роиэвол ьно смещается относи­

тельно первой (рис . 1). Угол 'Ф характеризует поворот второй трещины от­

носительно своей оси 02Х1 2' а величины а и d - смещение центра второй

трещины относительно первой.
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На рис. 2-7 приведены графики зависимостей коэффициентов интен­

сивности напряжений k{ = k/koo (koo = 2рУ а/л) от угловой координаты <р.
вычисленные по формулам (15), причем рис. 2, 4, 6 относятся к неподвижной,

а рис. 3, 5, 7 - к подвижной трещинам. При вычислениях положено v = 0,3;
d = 4а (е, = 1/4). Сплошные кривые на всех рисунках соответствуют ана-

n n
чениям а = 2' штриховые~ а = 3' штрихпунктирные- а = О. Циф-

Рис. 6 Рис. 7

рами 1-4 обозначены графики. построенные соответственно при значениях
ппп

.р = О, 6' 3' "2' Звездочка возле цифр означает, что соответствующие ко-

эффициенты интенсивности напряжений имеют знак. противоположный

указанному на рисунках.

Из графиков следует, что для соосных параллельных трещин коэффи­

циент k} меньше, чем в случае одной трещины. для неподвижной трещины

значения k} при произвольном смещении второй трещины всегда больше,

чем в случае параллельных соосных трещин. Изменение k} вдоль контура

трещин существенно зависит от углов а и 'Ф. для обеих трещин при а = О

и произвольном 'IjJ изменение k1 вдоль контура незначительно, причем его

величина больше, чем в случае одной трещины. Коэффициенты интенсивнос­

ти напряжений k 2 и kз являются соизмеримыми величинами и изменяются в
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незпачительных пределах. Числовые подсчеты показали, что при d = 4а для

произвольных а, 'IjJ и Ip I k2 1< о.озь; Ikз I < о.озь.,
Если трещины размещены в одной плоскости, то полученные по форму­

лам (15) результаты совпадают с приведенными в работе [11.
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Точное решение плоской задачи для анизотропной пластинки, ослаблен­

ной отверстием, известно только для случаев, когда отверстие имеет форму

круга или эллипса [1, 2]. Для определения напряжений в анизотропной

пластинке возле отверстия, мало отличающегося от кругового или эллип­

тического, применяются приближенные методы [1, 3, 41, которые распро­

странены и на случай многосвязных анизотропных пластинок [5]. в данной

статье приведено точное решение второй основной задачи для бесконечной

анизотропной пластинки с криволинейным отверстием, ограниченным прос­

тым замкнутым контуром.

Пусть анизотропная пластинка, имеющая в каждой точке плоскость

упругой симметрии, параллельную срединной плоскости Оху, занимает бес­

конечную область 5 с отверстием, ограниченным простым гладким замкну­

тым контуром {f,. Рассмотрим вторую основную задачу, когда заданы смеще­

ния и и v точек границы {f, области 5, а напряжения в пластинке на беско­

нечности ограничены: а;' = р, а'; = q, т; = г.

На основании формул плоской задачи анизотропной среды [1, 2] гра­

ничные условия записываем в дифференциальной форме

dV = d (и + iv) (t Е {f,), (1)

причем

2 _ _ __

V = ~ [(pj + iqj) ffJj (Zj) + (pj + iqj) ffJj (Zj)]; (2)
j=1

lim ffJ/ (Zj) = AV) (j = 1, 2).
IZj[->-оо

Здесь А (j) ~ постоянные, которые выражаются через напряжения в плас­
тинке на бесконечности; t -= аффикс точки_контура {f,; г, = Х + SjY (j =
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