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Общие закономерности развития теории колебаний и устойчивости деформи­

руемых систем, ее основных понятий и методов, а также запросы современ­

ной техники требуют расширения области теоретических исследований и

совершенствования соответствующих расчетных моделей. В частности, необ­

ходима дальнейшая разработка методов исследования континуальных

механических систем, эффективных способов определения их частот и кри­

тических нагрузок как функций различных параметров, аналитических

методов исследования задач гидроупругости, способов получения качествен­

ных результатов и построения инженерных формул для оценки влияния

разнообразных факторов (жесткостных, геометрических и массовых харак­

теристик, свойств действующих нагрузок, демпфирования и упругих несо­

вершенств, характеристик сред и др.) на устойчивость и малые колебания

деформируемых систем.

Постановке и изучению указанных вопросов посвящены многие работы

советских и зарубежных ученых. Современное состояние теории колебаний

и устойчивости деформируемых систем освещено в ряде монографий и

обзоров [1-13]. В настоящей статье приведен обзор работ, выполненныхво

Львовскомфилиалематематическойфизики Института математики АН УССР

по развитию аналитических методов исследования задач динамики упру­

гих и гидроупругих систем.

Общий подход к изучению колебаний и устойчивости механических

систем, получивший название динамического метода (метода малых коле­

баний), заключается, как известно, в исследованиидвижений данной систе­

мы около невозмущенногосостояния. При этом выводы о хар-актере ее пове­

дения получают путем анализа линеаризованных уравнений возмущенного

движения. Применимостьтакого подхода к системам с конечным числом сте­

пеней свободы изучена с достаточной полнотой А. М. Ляпуновымв его осно­

вополагающих исследованиях устойчивости П0 первому приближению. для

континуальных систем вопросы обоснования динамического метода, как и

установления существования и единственности решений соответствующих

нелинейных задач , изучены в общем недостаточно.

Обоснованию метода малых колебаний для одного класса механичес­

ских систем с распределенными параметрами посвящены работы [14-18],
где рассмотреныупругие системы (одно- и двумерный случаи) под действием

консервативных и неконсервативных нагрузок и при наличии сил трения,

пропорциональныхраспределению масс и скоростям, исследование возму-
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щенных движений которых сводится к некоторым смешанным задачам для

дифференциальных уравнений с определенными нелинейностями. Предпо­

лагается, что коэффициенты задачи достаточно гладкие и непрерывно за­

висят от параметров нагрузок и при отсутствии нагрузок (Р = (P 1, Р2, •••

... , РJ = О) невозмущенная форма равновесия устойчива, а при превыше­

нии некоторых значений Р = Р" имеет место либо эйлерова, либо автоко­

лебательная потеря устойчивости. Нулевое решение соответствует невоз­

мущенной форме равновесия системы.

Исследование рассматриваемой нелинейной задачи проведено сведением

ее к некогорой эквивалентной задаче Коши для счетной системы обыкно­

венных дифференциальных уравнений. При этом использованы свойства

соответствующей обобщенной задачи на собственные значения, в частности

существование в пространстве параметров нагрузок некоторой минимальной

области Q такой, что для р Е Q все собственные значения (частоты соб­

ственных колебаний соответствующей упругой системы без трения) являют­

ся положительными и простыми.

При достаточно общих предположениях на малые нелинейности, началь­

ные возмущения и граничные условия рассматриваемой задачи установлены

теоремы существования и единственности решений при значениях пара­

метра нагрузки Р, принадлежащего области Q или являющегося доста­

точно близкой к ее границе внешней точкой, и даны естественные обобщения

теорем Ляпунова об асимптотической устойчивости и неустойчивости по

первому приближению. При этом устойчивость (неустойчивость) нулевого

решения исходной нелинейной задачи определяется поведением собственных

значений как функций нагрузок и параметров системы упомянутой выше

обобщенной задачи.

Отметим, что проведенное обоснование динамического метода при усло­

вии отсутствия дестабилиаации можно распространить на более сложные

случаи (упругие системы, несущие абсолютно жесткие тела, системы с реб­

рами жесткости и др.).

Для качественного исследования малых колебаний и устойчивости

равновесия континуальных загруженных многопараметрических упругих

систем, определения частот и критических нагрузок, соответствующих дивер­

генции или флаттеру, а также изучения их зависимости от различных па­

раметров разработан метод характеристических рядов [17-33], основой

которого является построение характеристического ряда системы (задачи) с

последующим прнменением обобщенных критериев устойчивости и двусто­

ронних оценок [14, 15, 19-22].
С помощью этого метода получены общие уравнения для приближен­

ного определения критических значений, установлены априорные условия

отсутствия дестабилизации [15, 17, 23], предложены новые качественные

подходы к исследованию влияния различных факторов на динамическое

поведение систем с распределенными параметрами [17, 26], развиты спосо­

бы определения с недостатком и избытком низших частот колебаний

и критических значений при эйлерсвой [17, 24 J и автоколебательной потерях

устойчивости Н5, 17, 27, 28], разработаны новые приемы построения

инженерных формул для расчета влияния различных параметров на крити­

ческие силы и основную частоту [29]. Развитию аналитических способов

определения коэффициентов характеристических рядов посвящены работы

[30--33].
упомянутый выше метод использован для решения многих достаточно

сложных задач динамики, в том числе для одномерных систем с переменным

распределением жесткостей и масс, с упругими опорами и аакреплениями,

несущих абсолютно твердые тела [17, 21, 32], для свободно опертых пластин

(пологих оболочек) сложной формы в плане [22, 33], для тонкостенных

стержней [17] и др. Сравнением метода характеристических рядов с обычно

применяемыми, в которых вопросы о достигнутой степени точности, как

правило, остаются открытыми, показана его рациональность и эффективность,
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особенно при определении низших частот и критических значений как функ­

ций параметров системы и прнложенных к ней нагрузок, а также установлена

более широкая область его применения. Данный метод применим, например,

к исследованию ряда краевых задач с производными по времени в уравне­

нии и краевых условиях [17, 21 J, к задачам о колебаниях упругих систем

в жидкости, к обобщенным задачам с неклассическими граничными услови­

ями, возникающим в проблемах гидроупругости [З4] и др.

На основе метода характеристических рядов разработаны также новые

подходы к приближенному определению критических значений, соответствую­

щих флаттеру линейных упруговязких систем 07, 28 J.
Исследование малых колебаний упругих и гидроупругих систем сво­

дится, как правило, к задачам о собственных значениях линейных опера­

торов и их обобщениям - нелинейным по спектральному параметру и

многопараметрическим задачам. Однако, несмотря на наличие классической

теории и известных результатов для такого рода обобщенных задач, необ­

ходима дальнейшая разработка вопросов качественного анализа распределе­

ния собственных значений и их зависимости от параметров, а также методов

определения собственных значений.

Для нелинейных по спектральному параметру задач (полиномиальные

пучки самосопряженных операторов) разработан общий метод симметри­

зации [25, 35]. Установлены необходимые и достаточные условия равномер­

ной дефинитности симметризатора эквивалентной линейной задачи, что

открыло возможности использования при исследовании нелинейных задач

результатов и методов классической теории. Определенная реализация этих

возможностей дана в работах [17, 25, 36].
Вопросы сведения задач о колебаниях упругих систем в жидкости к

классическим задачам на собственные значения рассмотрены в работе [37).
Стационарным и нестационарным задачам гидроупругости посвящены

многие работы, в которых, как правило, применяется метод интегральных

преобразований . При этом возникают существенные трудности, связанные

с обращением интегральных преобразований.

В последнее время предложен аналитический метод исследования ука­

занных задач, представляющий собой распространение на них оператор­

ных методов [З8). При этом исходная задача сводится к последовательности

задач Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений. Данным ме­

тодом исследован, в частности, ряд стационарных и нестационарных задач

гидроупругости для сферических оболочек, находящихся под действием

радиального периодического давления, некоторые задачи с учетом геомет­

рических и физических нелинейностей и др.

Ряд работ посвящен установлению критериев устойчивости решений

дифференциальных уравнений. Для случая обыкновенных дифференциаль­

ных уравнений в работе [39] предложен эффективный критерий устойчи­

вости многочленов. В работе [40] дано обобщение этого критерия на случай

полиномиальных операторных пучков, соответствующих уравнениям с част­

ными производными.

Исследованию обобщенной проблемы Рауса - Гурвица и некоторых

сходных вопросов посвящены работы [41-4З], в которых указанная проб­

лема решена для ряда важных случаев.
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Рассмотрим линейную гироскопическую систему, описываемую матричным

дифференциальным уравнением

Aq + Gq +Cq = О, (1)

где А и С ~ вещественные, симметрические, положительно определенные

n Х п-матрицы соответственно кинетической и потенциальной энергий;

G- кососимметрическая n Х л-матрица гироскопических сил, q Е Rn
•

Нетрудно показать, что корни характеристического уравнения

det(k 2A + kG+ С) = О (2)

чисто мнимые, причем если k- кореньуравнения,то и число - k будет кор­

нем этого уравнения. Значит, рассматриваемая система имеет п собственных

частот.

Переходя в уравнении (2) к частотному параметру л (k=iл), будем ис­

ходить из матричного пучка

L(л) = лZА-лiG-С,

спектр которого, очевидно, вещественный и симметричный относительно

начала координат. Пучку L (л) поставим в соответствие (см., например, [4[)
матричный пучок

где

симметрические матрицы, О -- нулевая матрица размера п Х п,

Лемма Г, Спектр пучка {f, (л) дважды воспроизводит спектр пучка L (1.).
Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью элементарных преобразований

получаем, что det ~ (л) с точностью до знака равен [det L (л) Р.

Перейдем от нелинейной задачи о соответственных значениях пучка

fL (л) к эквивалентной линейной. Для этого введем матрицу

Ао = [ЛО~Л2 - Л~lлJ '
где О, 1 - соответственно нулевая и единичная 2n х 2n-матрицы.

Лемма 2. Спектры пучка ~ (л) и матрицы Ао совпадают.
Доказательство этой леммы приведено в работе [1[.
Из общей теоремы о симметризации сопровождающей матрицы поли­

номиального операторного пучка [2J, примененной к ~ (л), вытекает та­
кая лемма.
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