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ЗАДАЧА ГИДРОАКУСТИКИ

ДЛЯ УПРУГОГО ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ

Рассмотрим у пругую толстостенную оболочку вращения, изготовленную из

однородного изотропного матери ала, внутренняя и внешняя поверхности

которой мало отличаются от сферических. Предположим, что данный упру

гий объект расположен в безграничном пространстве, заполненном идеаль

ной сжимаемой невязкой жидкостью (рис. 1). Полость оболочки заполнена

жидкостью с теми же свойствами , но с другими механическими параметрами.

Считаем, что точка О является началом сферической (г, е, ф), цилиндри

ческой (R, <р, г), криволинейной ортогональной (Р . 1', <р) систем координат

и геометрическим центром рассматриваемого упругого тела. В точке А раз

мещен генератор звуковых волн конечной длительности /0. который включа

ется в некоторый момент времени / и распространяет сферические волны,

вызывающие в жидкости давление вида [3] с ::;

Pj(l, Т) = р010гJF('t-l)[Н('t-l)~Н('t-1-'tо)]· (1)

Здесь Ро - постоянная, имеющая размерность давления ; 10 - безразмерное

расстояние от центра источника к центру объекта О; 1- безразмерное рас

стояние от центра источникаА к любой точке среды; т = ct/r1, То = С/О/Г1 

безразмерное время; с - скорость звука в жидкости; ' 1 - характерный ли

нейный размер упругого тела; F - закон изменения давления в импульсе;

Н (х) - функция Хевисайда.

Задача состоит в определении давления в волне, возникшей в резуль

тате взаимодействия акустического импульса и упругого объекта с заполни

телем. Для этого нужно решить уравнения движения в жидкости, упругой

среде и заполнителе

2
DоРе = О; оiФ = О ; (2)

при следующих условия х:

1) начальные условия при т = О

др; дФ дР/
Ре = ---a:r = Ф = a:r = Pt = д:r- = О,

.....
..... дЧt

'р' = - = О'
д1; •

(3)

излучения

liт r (.-!..- - _д_) Р = О ' (4)
г..... 00 д, д. е ,

ограниченности функций Ре. Pt в областях, где они опре-

2) условие

3) условия

деляются ;

4) условия гидрсупругого контакта при Р = Ро

ар +Ре = -Pi'
Тр'l' = О,

Тсрр = О,

д
2
ир ~_1 дРе '1__1_ др, •

d't2 + c2g Нр др - c2g Н() др •

(5)

(6)

(7)

(8)
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(9)
(1О)

(11)

(12)

х

ар + Р! = О.

"ру = О,

"",р = О,

д
2

ир +'1 I др, _ О
ih;2 с2gз НР ---ар - .

Здесь Ре и Р, - искомые давления эхо- си гнала и в заполнителе соответствен

но; ар, "Р'? ' "",р - напряжения; и р - нормальная компонента вектора сме-

г щения в упругой среде; g и gз - плотности

акустической среды и заполнителя; Нр 
геометрический параметр Ляме.

В формулах (2) o~ = ~ - ~k2a2/aт2,
~k = Ck/C (k = О, 1, 2, 3) - оператор Далям

бера; ~ - оператор Лапласа ; СО = С, С1 =
= v (л. + 2f.\.) /g1 , С2 =Vf.\.lg1 , СЗ - скорость

!I звука в заполнителе; л., f.\. - упругие па

R раметры Ляме; gl - плотность материала

объекта. Вектор смещения точек упругого

тела ~ связан с потенциалами Ф и Чr соот
ношением [3]

при р = 1

и=0,1,2, 00.) (14)

Рис . l - 1 -....,.
и = гl (grad Ф + rot Ч') (div Ч' = О).

Задачу решаем методом возмущения формы границы [1,2], согласно ко

торому контур Г любого меридиональногосечения zOR внутренней поверх

ности упругого тела связан с контуром меридионального сечения единичной

сферы функцией со Ю (рис. 2):

z + iR = fllffi(~) = ~ + еfЮ = reiB, ~ = peiy, Iв] «: 1. (13)
В этом случае сферические координаты г, в и угол ~ между нормалями к еди

ничной сфере и внутренней поверхности упругого тела есть функции от р,

у и е.

Представляя искомые величины в виде рядов по степеням 8 и учитывая

формулы, связывающие скалярные функции, компоненты тензора напряже

ний и вектора смещений при переходе от сферических координат (г, в, (j)) к

криволинейным (р, у, 'Р), решение сформулированной выше задачи сведем

к решению последовательности задач для полой сферы

2 ! 2 . 2- . 2 .
DОРе = О; Dlфl = О; 02'1'1 = О; DзР~ = О

(17)

(18)

(15)

(16)

при условиях «1»- «3» для функций p~, о', \jYI, pf и усложненных условиях
гидроупругого контакта:

при р = ро

-i + i ~ {Л(j-5) r 5 (1 .<:) s 5)
U:r Ре = - ~ I Р; - - U5j (аг + Ре J +

5=0

+ (1 - б5f)[АУ-
5
) (аэ - а:) + ЛУ-5),,;в] } ,

! 1-1 r и-5) s 1 (/-5) 5 51
't,B = - ~ Л4 ",в + 2 лз (а8 - а,) ,

=0
'-1

i I~ [\o-S) 5 л(j-5) 5 ]
"ер, = - ~ j 5 Тер, + б Тв""

5=0

д
2
и! __'_1 (_1_ дРе )1 = _ ~ { r1 Л(f-s) [ ~ + (1 _ б.) 5] +

дт2 c2g Нр др ,L.J ~ 7 Pt sl Ре
5=0

+ (1 _ б .)[\и-5) д
2
и: + л(/-5) д

2
ие ]} .

51 • 5 дt2 б ОТ ' ,
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при р = 1
• 1

и! + р! = - ~ [лу-s) (и~ + р;) +лif-s) (ив -и~) + ЛУ-S)"С~оJ, (19)
= 0

1 j-I [ (/-S) 5 i (/ - 5) 5 5 ]
"СГО = - ~o А4 "СгО + Т Аз (ио - иг) ,

j - J
"C~ = - ~ [Лr-S)"С~ + лg'-S)"С6q>J ,

s= o

iJ2uJ 1-1 [
__Г +_'1_ (_i_3!.L)' __~ _'_1_ л(j-s) 5+
(}r 2 с2gз НР др - ..l.J с2gз 7 р,

=0

(20)

(21)

д2и
5

д2и' ]+ Л(I-S) __Г + ЛО-5) __О
5 д.2 б (}r2'

Здесь функции с верхним индексом суть ком

поненты разложений искомых величин задачи

в ряд по степеням в: Л~т) (т = О, 1, 2, ... ;
1 2 6 (л<л А (() д А<Л i д)n = . . ... ,) 7 = ''5 др + б Р ау -

дифференциальные операторы из работы [2J;
0 5! - символ Кронекера. Кроме того, в ле

вых частях условий (15) - (22) произведена

формальная замена г на р, 8 на у.

При решении задачи в каждом j-M при

ближении применяется преобразование Фурье

по времени "С . Так как процесс решения в Фу

рье-трансформантах аналогичен изложенному

в работах [3, 4], то здесь приведем лишь окон

чательный результат для преобразованияФу

рье от давления эхо-сигнала - стационарное

давление

- 00 ._!
Ре (г, О. 'Р. о) = ~ В/Ре (г, О, чJ. о),

i=O

где

Рис. 2

(22)

(23)

-! _ _ _ I "".
Ре (г, е. <р, о) = PoF (оэ) О! (ю), F (со) = 2лJF ("С) еiЫТd"С; (24)

О! (со) = iffil o ~ ~ qmnXtnn (со) н, (ffilo) hn (юг) р,: (cos О) cos mЧJ,
т=О n=т

N г: 8') N ( 1 ) (n - т) !
qmn = mnВт n (сов , mn = n + 2 (n + т) 1 ' (25)

hn (х) = j n (х) + in n (х), (т > 1).

в формулах (25) р,:: - присоединенная функция Лежандра; h n, jn, nn
сферические функции Бесселя; ffi - параметр преобразования Фурье.

Функция х!пn (ю), выражение которой для краткости здесь не приводим.
есть решение алгебраической системы уравнений восьмого порядка, коэф

фициенты которой соответствуют несимметричной задаче гидроакустики для

полой сферы, а свободные члены зависят от j.
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В предельных случаях, когда объект является абсолютно жестким или

абсолютно мягким (вакуумная полость), соответственно получаем

X~n (00) = - [ooh~ (ш)г1 ~ Xkmn [f sin '\'~ (сов 1')ЛV'jk (юр] 11' (сов ,\,)d'\'+
k=m О

+ ~1 х:пk (00) fsin ,\,p~n (сов 1')ЛV-')hk (шр) Р'!: (соз 1')d'\'], (26)
5=0 о р=1

x~lI (00) = - [hn (ш)г1 k~m [f sin I'P~ (cos ,\,) л~f) j k (шр) Р'!: (cos у) dl' +

+ ~>:..("')Jsin уР.'(соsу)ЛV-')h.(",р)Р~(cosу)dУ1~) (27)

Здесь Xkmn = Nmnqmk!Qmn.
Применив к формулам (23) - (25) обратное преобразование Фурье,

давление в нестационарном эхо-сигнале представим формулой

где

00 • .

р.(г, е, ер, Т) = ~ ~/p~(г, 8, ер, т),

' = 0

(28)

То 00

pi~t(г,8,ер,,)=роIF(~)Gi(.-~)~, G,(.)= ~л ~ Gj(oo)e-lWТdоо. (29)
о - 00

в случае, когда функция f (~) (см. формулу (13», определяющая форму

поверхностей упругого тела, имеет вид

N

fШ = ~ an~-n (N - целое, аn = сопst), (30)
n=1

выражения для х!пn представляютсяв виде конечных рядов.
Таким образом, с помощьюметода возмущенияформы границы получено

решениезадачи гидроакустикидля упругого тела вращения, форма которого

мало отличается от сферической,давление в эхо-сигнале найдено в виде ряда

по степеням малого параметра е и представленоформулами (25), (28}, (29).
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