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Пусть задан унитальный матричный многочлен

А (х) = Ехm + А1х
m-I + ... + Аm , (1)

где А 1 (i = 1, 2, ... , т) - п Х л-матрицы над алгебраически замкнутым

полем характеристики нуль; Е - единичная матрица. Многочлен Д (х) =
= det А (х) называем характеристическим многочленом, а корни Д (х) 
характеристическими числами матричного многочлена (1).

Определение. Если для любого разложения *
Д (х) = д1 (х) д 2 (х) ... 11т (х), (2)

deg д[ = п (i = 1, 2, ... , т) характеристического многочлена существует

параллельное разложение

А (х) = В1 (х) В2 (х) ... Вт (х)

на линейные унитальные множители матричного многочлена (1), т. е. такое

разложение, что det В[ (х) = дl (х) (i = 1, 2, ... , т), то матричный мно

гочлен (1) будем называть абсолютно разложимым.

Очевидно, что если матричный многочлен А (х) разложим на линейные

унитальные множители параллельно любому разложению (2) его характе

ристического многочлена, то он также разложим на унитальные множители

параллельно любому разложению характеристического многочлена вида

Д (х) = дk, (х) дk, (х) дk/ (х),

deg дk. = k/n, 1 -< k[ -< т - 1 (i = 1, 2, ... , 1).
f

Установим необходимые и достаточные условия того, чтобы унитальный

матричный многочлен, характеристические .числ а которого попарно различ

ны, был абсолютно разложимым, и докажем существование унитальных

матричных многочленов с попарно различными характеристическими числа

ми, обладающих свойством абсолютной разложимости.

Естественно, что задача об абсолютной разложимости матричного мно

гочлена представляет особый интерес в случае, когда его характеристиче

ские числа попарно различны, ибо, если det А (х) = (х - сх)mn, то из разло

жимости матричного многочлена А (х) на линейные унитальные множители

следует его абсолютная разложимость. Частные случаи этой задачи рас

смотрены в работах [2, 8J.
Пусть характеристические числа унитального матричного многочлена

(1) попарно различны, т. е.

тn

Д (х) = П (х - сх/),
{=I

,. Здесь и в дальнейшем рассматриваем разложения характеристического многочлена

t:.. (х) только на унитальные множители .
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а{ =1= а! при i =1= j. Тогда на основании данных работы [7] матричный мно

гочлен А (х) приводится К виду

о о 1 О

<1'1 (х) <1'2 (х) ... <l'n-I (х) 6. (х)
где Q - неособенная, а R (х) - обратимая матрицы и deg <I'{ < deg 6. =
= mn (i = 1, 2, ... , п - 1). Запишем взаимную матрицу матрицы F (х):

6. (х) О О О

О 6. (х) О О

F (х) = QA (х) R (х) =

1

О

о

1

о

о

о

о

(3)

(4)
о о t. (х) О

1jJ) (х) 'Ф2 (х) '" 'Фn-l (х) 1
где

1jJl (х) = (- 1)n+{ <I' { (х) (i = 1, 2, . .. , n -'- 1).

Последнюю строку матрицы Р* (х) обозначим через g (х), т. е.

g (х) = 11 'Ф1 (х) 'Ф2 (х) •.• 'Фn-I (х) 1 11.

Через С, в дальнейшем будем обозначать матрицу вида

а~'Ф1 (а1) ar1jJn-1 (а1) ar

с = a;1jJ1 (а2) а;ЧJn-1 (а2) а;
г

(5)

(6)

а~n'Ф1 (атn) а~n1jJn-1 (атn) a~n

Теорема 1. Унитальный матричный многочлен (1), характеристические

числа которого попарно различны, является абсолютно разложимым тогда

и только тогда, когда в каждой матрице

Hk=11 СО С1 •• , Ck 11 (k =O, 1, ... , m-2)
любые (k + 1) n строки линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. На основании [3] унитальный матричный мно

гочлен (1) с попарно различными характеристическими числами разложим

в произведение линейных унитальных множителей параллельно разложе

нию (2) его характеристического многочлена тогда и только тогда, когда

rang M Ak(x) (6.16.2 .•• 6.k+1) = (k + 1) n (7)

для всех k = О, 1, " 0' т - 2, где

Ak (х) = А* (х) 11 Е Ех... Ex k 11;

А* (х) - взаимная матрица матрицы А (х); MAk(x ) (6.16.2 " 0 6.k ) - значение

матрицы Ak (х) на системе корней многочлена 6.1 (х) 6.2 (х) .. . 6.k (х) [41.
Пусть 6.{ (х) - произвольный делитель характеристического много

члена 6. (х). Нетрудно проверить, что

rang MAk(x) (6.1) = rang Mpk(x) (6.;) = rang M gk(x) (6.;), (8)

где

Р

"
(х) = Р* (х) 11 Е Ех ... Exkll;

gk (х) = g (х) 11 Е Ех ... Ех" 11 = 11 g (х) xg (х) . о. xkg (х) 11.
Матрица Mgk(x) (6.16.2 ... 6.k+1) составлена из некоторых (k + 1) п

стгок матрицы Hk • Поэтому, учитывая соотношения (7), (8), заключаем, что
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Для этого разложения характеристического многочлена не существует па

раллельного разложения матричного многочлена А (х).

действительно, поскольку для каждого корня а, многочлена

det А 1 (х) гапg A1• (~) = 1, то

гапg MAI .(X) (ер) -< r < п.,

где ер (х) = (х - ( 1) ... (х - а,). Учитывая вид матрицы (13), получаем,

что первые n1 столбцов матрицы M(TA(X)T-I>. (6.1) линейно зависимы. Отсюда

следует, что

гапg M(TA(-,)T-I). (6.1) = rang МА.(Х) (6.1) < п,

т. е. матричный многочлен А (х) не является абсолютно разложимым. По

лученное противоречие и доказывает теорему.

Утверждение, обратное к теореме 3. неверно. действительно, матричный

трехчлен

1 О О -15 3 - 3 \ О 3 - 6

А (х) = ~ ~ ~ Iх
2

++_88 =~ _~ (+ + ~ -~ ~ _3~
преобразованием подобия не приводится к клеточно-треугольному виду.

Это нетрудно проверить, используя критерий ПРИВОДИМОСТИ ИЗ работы [6],
в то же время для разложения характеристического многочлена

6. (х) = 6.1 (х) 6.2 (х), 6.1 (х) = Х (х + 1) (х - 3)
не существует параллельного разложения трехчлена А (х) на линейные

унитальные множители. т. е. трехчлен А (х) не является абсолютно разло

жимым.
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ВЕКТОРЫ

И ПОДОБИЕ МАТРИЧНЫХ ПУЧКОВ

ПРОСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассмотрим регулярный матричный пучок первой степени Аол + А 1 , где

А о , А } - квадратные п Х л-магрицы над С (С - поле комплексных чисел);

л Е с и I Ао I =1= О. Пусть 1.1. 1.2. .... 'Ал - характеристические числа этого
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