
Для доказательства неравенства 51 > 52 достаточно показать, что 511 >
> 522' -ибо 50 одинаковое (общее) для 51 и 52' Как видно из рнс.Т,

Ха2

511 = Jу (Х) dx = у (Ха2) (Ха2 - Xal) + ~511'
Ха!

ХЬ2

522 = Jу (Х) dx = у (ХЬ2) (ХЬ2 - ХЫ) - ~522'
ХЫ

о
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Рис. 2

Из условий теоремы у (Ха2) = у (хм). Очевидно, что Ха2 - Ха! = ХЬ2 - Хы.

Отсюда при любых значениях ~51l > О И ~522 > О можно утверждать,

что 511 > 522'
Утверждение, что

ХЬ2 ХЬ3

52 = J у (Х) dx < з, = Jу (Х) dx
Ха:? Хаз

при условии ХЬ2 - Ха2 = ХЬ3 - Ха' = const (рис. 2), доказывается анало

гично. Таким образом, минимальное значение интеграла 5 l для хы - Ха; =
= const существует при значениях Ха; И хы; для которых у (Ха;) = у (Хы).

Аналогично можно доказать приведеиную теорему для функции у (Х), имею

щей один максимум в рассматриваемом интервале. Оптимальной настрой

кой будет координата ХО! = 0,5 (Ха, + хы).
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К ИССЛЕДОВАНИЮ КОЛЕБАНИй И УСТОЙЧИВОСТИ РАВНОВЕСИЯ

ПЛОСКОй ФОРМЫ ИЗГИБА УПРУГОЙ ПОЛОСЫ

Построим характеристический определитель в виде характеристического

ряда для задачи о малых колебаниях и устойчивости равновесия плоской

формы изгиба узкой полосы прямоугольного сечения с абсолютно твердым

телом массы М на свободном конце, загруженной следящим К и консерва

тивным 1 моментами. Возмущенные движения такой полосы (рисунок)
около плоской формы равновесия описываются системой уравнений [1, 2]

Е! 84и (~, f) + R 828 (~, f) + д2и (~. f) = о
у д~4 д~2 т at2 ,

_ GJ д
2
8 (~, f) +R 8

2
и g, f) + 2 828 (~, f) - о

d a~z д~2 mг дt2 -,
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(3)

(4)

где и (~, t) - смещение в момент времени t центра проиэвольного сечения в

направлении оси х; е (~, t) - угол поворота сечения относительно оси ~;

Е/II , G/ d - соответственно изгибная и крутильная жесткости сечения;

т - распределенная масса полосы на единицу длины; r - радиус инерции

сечения, отнесенный к центру изгиба.
- >

Считаем, что следящий момент К в процессе движения составляет с

осью оу угол е (~, t), оставаясь коллинеарным к плоскости хоу. Граничные

условия на защемленном ~ = О и свободном

~ = 1 концах имеют вид

и (О, t) = е (О, t) = ди ~Oi f) = О,

Е/ д3и (1. [) = R де (1. [) +
у д~3 д~

+М д
2и (1, f) + Ь ди (1, f)

at2 1 at '

Е/ д
2и

(1. f) = _ RIJf) (1, t) _ Мр2 дЗu (1, f) _ ь д
2и (1, f) (2)

11 д~2 r at2 2 ata~ ,

GI де (1, f) = R ди (1, f) Md2 д2е (1, t) _ Ь де (1. f)
d д~ д~ at2 з at '

L
где It = К+ L ; Ь1 , Ь2 , Ьз - параметры, характеризующие силы трения;

Мр2, Md2 - моменты инерции тела относительно осей оу и o~ соответствен

но. Полагая в выражениях (1), (2) u (6, t) = и (~) iJi, е (~, t) = ё (~) i",
приходим К следующей краевой задаче:

ulV
(г) +R18" (г) +m1л2u (г) = О,

8" (г) - R2u" (г) - m2''л,2(J'' (г) = О,

u (О) = 8 (О) = и' (О) = О;

и'" (1) + R18' (1) - (М1л
2 + В1л) и (1) = О,

u" (1) + R11t8 (1) + (М2л
2 + В2л) и' (1) = О,

е' (1) - R2u' (1) + (Мзл
2 + Взл) 8 (1) = О,

где - - ~u (г1) = и (г); 8 (г1) = е (г); z = -1 (О <: z <: 1);

~ R т~ т~P
R1 = EJy ; R2 = GId; m1 = EJy ; m2 =-or;;- ;

МZЗ _ МрЧ . _ МdЧ .. в _ bi13 •
М1 = EJ

y
; М2 - ---И;;-' Мз - GТd ' 1 - EJy ,

В - Ь21 • В _ Ьзl
2 - Е/у' з - GId

Решение задачи (3), (4) ищем в виде

u(г) = 1;U2n(z)л2n, 8(г) = 1; 82n (z) Л2n • (5)
n=о n=о

Удовлетворив системе уравнений (3) и граничным условиям (4) при г = О,
дЛЯ определения функций и2n (г) И f)2n (г) получим следующие условия:

IV "
ио (г) +R1eO (г) = О,

8~ (г) - R2U~ (г) = О, (6)
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иО (О) = 80 (О) = и~ (О) = О;
IV ..

И2n (г) + R 182n (г) = - m1Щn-2 (г),

8 ;n (г) - R2и;n (г) = m282n~2 (г), (7)

u~1(o)=o, i=O, 1,2, 3; 8~~(0)=0, i=O,l.

Решая последовательнозадачи (6), (7), находим

ио (г) = СО'Р (г) + С1'Р ' (z),

80 (а) = R2ио (г) + с2г,

где

z

иг« (z) = S'Р (г - s) f 2n-2 (s) d~,
о

z

02n (г) = 5(z - s) f 2n-1 (s) ds + R2И2n (z),
О

(8)

'Р(г) = :2 (г- Si~kz );

f 2n-2 (г) = - m1И2n-2 (г) - Rlm282n-2 (z);

f2n-1 (z) = m282n- 2 (г);

k Rl б u= Г - езразмерныи параметр нагрузки; со, С1, С2 - произвольные

t E1yGld

постоянные.

Требуя, чтобы решения (5) удовлетворяли граничным условиям на сво

бодном конце, приходим к характеристическому ряду задачи

00

~ А;' (k, /t, т, M i , В.) ,,-n = О
n=о

(i = 1, 2, 3). (9)

При этом коэффициенты А n определяются последовательно через значения

функций И2n (г) И 82n (г) И их производных до третьего порядка включи

тельно при z = 1~ В частности,

Ао = 1 - k2F2 + k2/tФ2 + k4fLF4,

А1 = BIF~ +В2Р; +Вз (l - k2F
2 + k2F:),

А2 = ~2 Ао + MIP~ +М2Р; +Мз (1 - k2F 2 + k2F~) - (m1 + k2m 2) Х

Х !('P1ft + k2'P')I['Р" (1 - s) + k2fL'P (1 - s)] 'Р' Ш ds+ ('P1ft + k2/tqJ') Х
l о

I

Х 5[(plft (1 - s) + k2f-tqJ' (1 - s)] qJ (s) ds - (qJIV+ k2qJ") Х
О

1

Х \ [ф" (l - s) + k2 /tqJ (l - s)] qJ (S) ds
о

- (ср" + k 2/tqJ) j [(plft (l - S)+ k2'P' (1 - S)] ср' (s) dS} •

Функции Р2 (х), Р4 (х), Ф2 (х) выражаются через функцию qJ (х) известны

ми формулами [31. Заметим, что аналогично можно определять коэффициен

ты характеристиче ского ряда и для других случаев закрепления.
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Рассмотрим некоторые частные случаи. 1. Распределенная масса т

полосы пренебрежимо мала по сравнению с массой М тела. Тогда харак

теристическое уравнение имеет вид

6

~ Аnл
n

= О,
l!=O

причем

Ао = 1- k2F2+ k2/-LФ2 + k4/-LF4,

А] = B]P~ + B2P~ + Вз (1 + k2F~ - k2F2),

А2 = M]P~ + M2P~ +Мз (l + k2F~ - k2F
2) ,

Аз = В] (М2Р4 + МзF~) + В2 [М]Р4 +Мз (k2F4 + Р;)] +
+ н, [M]P~ +М2 (k2F

4 + Р;)] ,

А4 = М]М2Р4 +М2МЗ (k2F4 + F;) + МIМзF~,

А5 = (В1М2МЗ + В2М1Мз + ВЗМ1М2) F4 ,

Ав = М]М2МзF4'

2. Система незагружена (R = О). Тогда

Ао = 1,
в

А1 = --+ + В2 + Вз ,

А 2 т2 м] М М
2 = 4! т] + -2- + -3- + 2 + з,

Аз = В1 (+m1 + ~~ +~М2 + 2~з) + В2 (:, m1 + ~2 +

+ ;1 М1 +Мз) + ВЗ (:1 m1 +m2/З ! + ~i + М2)'

В заключение отметим, что полученные выражения для коэффициентов

характеристических рядов используются в методах двусторонних оценок

[4, 5] определения частот колебаний и критических значений нагрузок как

функций параметров рассмотренных систем.
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