
= 2п. В этом случае получаем
WEIX (1 - р2)

ив = 4л),' (11)

где W = 2naq - величина суммарной интенсивности.

Установим закон изменения напряжений вдоль границы пластинки,

которая находится под влиянием источников тепла постоянной интенсив

ности q, распределенных по отрезку радиуса от r = llt до r = а2 • Угол меж

ду осью х и радиусом обозначим через ~ (рисунок, в). Для решения постав

ленной задачи используем функцию Грина. После выполнения интегриро

вания по переменной а в пределах от аl до ~ формула для напряжения ив

принимает вид

Нв« = С + М cos у -!-N соз" У - 2 sin у {sin 2у [In ЧГ (Р2' ~, 8)-

-IПЧ'(Рl'~' 8)]+2cos2y[arctgQ(p2'~'8)-агсtgQ(рl'~' 8)]},
где

4лл 1 3 3
Н = qEIXR; У = e-~; с = 3 (Р2- Рl)-З (Р2 - pJ;

2 2 2
M=P2-PI; N=4(P2-Pl); ЧГ(Р,.~, 8)=1-!-pi-2p,cosy;

р,= ~ ; Q(pi'~' e)=Pi~C~S'\' (i= 1,2).

Рассмотрим другой частный случай, когда источники тепла равномер

но распределены по кольцу с внутренним радиусом а1 и наружным а2 • Ин

тенсивность источников тепла постоянна и равна q. Закон изменения на

пряжения вдоль контура пластинки описывается формулой

ив = WЕа (2 - p~ - pi) /&CA,
где W = па (a~ - ai) - величина суммарной интенсивности.

Заметим, если источник тепла помещен в центре пластинки, то решение

может быть получено путем предельного перехода (а -+ О), выполненного

по одной из формул (8) - (11). Напряжение ив тогда определяется так:

WEIX
ив = 4лл •

Эта формула совпадает с решением, найденным в работах [1, 3] иным спо
собом.
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Задача термоупругости для кругового сектора конечного радиуса рассмат

ривалась в работах [4, 7, 8] с использованием методов ортогональных поли

номов или тригонометрических рядов. Общим недостатком проведенных
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(l)

(4)

исследовании, за исключением частного результата, приведеиного в ра

боте [7], является отсутствие количественных данных, характеризующих

величину и распределение термоупругих напряжений. В настоящей, работе

приведен анализ наПРЯJКенного состояния в секторе, подвергнутом нерав

номерному распределению температуры. Решение первой краевой задачи

для бигармонического уравнения построено на основе вариационного про

цесса Ритца с использованием ортогонализации. Полученные , данные для

некоторых частных значений угла раствора сектора сопоставлены с резуль

татами расчета термоупругих напряжений в диске с краевой трещиной.

Пусть область D - сектор радиуса R с центральным углом 2~, в ко

тором осуществляется распределение температуры Т (г, 8). ' Предположим,
что материал однороден и изотропен, а его свойства не зависят от темпера

туры. Рассмотрим случай плоского напряженного состояния, имеющего

место в тонкой пластинке. Термоупругие напряжения в секторе определя

ются зависимостями [1]

1 дР 1 д
2F

д2F д (1 дF )
аг = r т + --;:;:- дfj2 ае = (};2' т-в = - т -;- дiJ '

причем функция напряжений F удовлетворяет бигармоническому урав

нению

t"!.2F = - aEt"!.T, О <: г <: R, - ~ <: 8 <: ~. (2)
д2 lд I д2

Здесь t"!. = дг2 + r & +f2 д82 - оператор Лапласа. Граничные усло-

вия для сектора, контур Г которого свободен от внешних нагрузок, име

ют вид

дF
Р=an = О, (3)

где п означает направление внешней нормали к контуру области п.

Поставленная задача эквивалентна отысканию минимума функцио

нала [3]

J (р) = н [(t"!.F)2 + 2aEFt"!.T] ds.
D

В соответствии с вариационным пропессом Ритца оптимальный эле

мент построим в виде ряда

со

Р* = ~ cnqn,
n=О

(5)

где {qn} - полная ортонормированная система в энергетическом простран

стве, а

СП = - (aEt"!.T, q~), (6)

причем (ф, 'Ф) = Jj cp'IjJds.
D

Энергетическое пространство бигармонического оператора состоит из

непрерывных и четырежды непрерывно дифференцируемых функций в зам-

кнутой области fj = D + Г, удовлетворяющих условиям (3). Выражение
скалярного произведения в этом пространстве имеет вид

[<р, 'Ф] = JJt"!.cpt"!.'ljJds. (7)
D

Заметим, что минимальное значение функционала (4) определяется энер

гетической нормой решения F* уравнения (2) с условиями (3):
. 00 2

ШШ J (Р) = - [Р*, р'!,! = _. ~ Сп' (8)
n=О
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Ортонормированную систему получим из полной последовательности ли

нейно независимых элементов 10' 11' . о., In' ...' используя процесс ортого
нализации Э. Шмидта. В работах [2, 6] отмечено, что этот процесс достаточ

но трудоемкий при практической реализации. Для уменьшения трудоемкос

ти воспользуемся методом квадратного корня (см., например, [6])

Примечание. Значенне 'Лв в~ято НЗ работы [9].

п = О, 1, '" ;

(9)

(1 О)

i = О, 1, .,. , n. (11 )

/3. град

90 140 180

О 0,465 0,489
О 0,47 0,5

28,6

-1,75
-3,1

Параметр

ч; = _~I- (/~ - ''ii ~niqi) ,
nn i=O

~nn = Vrtn, fn] - ~>;I '
1 ( 1-1)

~nl = -~- [/m fl] - ~ ~nj~ij ,
nn j=O

Значение суммы принимается

равным нулю, если верхний

предел меньше нижнего. для

определения КОЭффициентов

СП получим формулу

СП = ~ ~:n [(CXEtlT, 1;;) +

+:~ ~niCi]' n = О, 1, .. , (12)

Данный алгоритм ортогонализации и определения минимума функцио

нала (4) выполнен в виде стандартной программы дЛЯ ЭВМ М-222, состав

ленной М. А. МосеЙчук.

В качестве примера рассмотрим одномерное распределение температуры

T=To+(TR-То)(~)2, (13)

где То, TR - температура в вершине сектора и на его криволинейной гра

нице. Этот случай соответствует, например, стационарному распределению

температуры в секторе, который нагревается внутренними источниками

тепла плотностью q" = const и охлаждается по криволинейному участку

боковой поверхности путем теплообмена с окружающей средой по закону

Ньютона. Прямолинейные грани боковой поверхности и торцы предпо

лагаются теплоизолированными. Последовательность иn} имеет следую

щий вид:

••• J (14)

где

(15)
'Фj (е) = e2j

(~2 _ (р)2, i, j = О, 1,

При этом параметр Л, введенный для того, чтобы учесть возможность появ

ления сингулярных решений, находится из условия минимума функцио

нала (4).
В таблице приведены значения л для некоторых углов ~. Различие л и лв

при ; < ~< л не превосходит 2% и является, по-видимому, следствием того,

что при расчете энергетической нормы учитывалось конечное число членов
л

ряда (8), принятое равным 44. Заметное отличие л и лв при О < ~ < 2"
,объясняется, вероятно, влиянием границы r = R на распределение напря

жений вблизи вершины сектора (В работе [10] рассмотрен сектор бесконеч-
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ного радиуса). Учитывая соотношения (15), легко заметить с помощью соот

ношений (14), (9), (5), (1), что при О < ~ < ; (л. < О) напряжения в вер-

n
шине сектора равны нулю, при ~ = 2" (полукруг, л. = О) они конечны, а при

n
2" < ~ -< 11: (л. > О) имеют особенность ~ г-л. В последнем случае гранич-

ные условия на участке г = R, очевидно, не оказывают влияния на асимп

тотику решения при г -+ О.

бмОJ(С/ffo

Рис. 1

J{
13

Рис. 2

(16)

На рис. 1 показана зависимость от ~ максимальных окружных напря

жений О"макс на контуре г = Р, возникающих в точке в = о (0"0 =
То - Тя.

= а.Е 2 - напряжение 0"0 на периферии сплошного диска при тем-

пературном поле (13)).
n

Полученные данные для ~ = л и В = 2" сравнивали с результатами

расчета термоупругих напряжений в диске с радиальной краевой трещиной

длиной 1 =; R и 1-+ 2R (показаны на рис. 1 крестиками), выполненными

. по методике Либацкого [5] для 0"0> О. Напряжениена контуредиска с тре-

щиной, расположеннойна оси Ох, определяли из выражения

Е \[ 4tSiП2q>(tсоsq>-I)]

0"0= 2n J t+cos<p+ (l+t~-2tcosq»2 !1(t)dt+O"o'
L

где L - отрезок [to, 1], to = 1 - +; <р - полярный угол, отсчитываемый

от оси Ох (начало координат в центре диска); !-L (t) представляет собой ска

чок производной нормального перемещения на верхнем и нижнем берегах

разреза :

aV+ aV-
---ах - ~ = !1 и), t Е L. (17)

Для определения !1 (t) имеем сингулярное интегральное уравнение

где

~ ~ к (х, t)!1 (t) dt + ~O (3х2 - 1) = О,
L .

xEL, (18)

к () = _1_ r (1+ х2) (1+ xt) + х _ (1- х2) (2+ х2) + (1 - х2)2

(х, '-х т х3 l-xt x3(l-xf)2 x3(1-xt)3

(19)

В уравнении (18) член ~O (3х2 - 1) представляет собой нормальное напря

жение 0"0 в сплошном Д~CKe при температурном поле (13). Переменные х, t
в выражениях (16) - (19) безразмерны (в долях R).
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Приближенное решение уравнения (18) записываем в виде

I-t (t) = 470 (уЦ +V t to~ antn) • (20)
t to , n=О

Коэффициенты со, ао, а1 , 0'0' аm находим, используя метод коллокаций

таким образом, чтобы уравнение (18) удовлетворялось в точках, равномерно

распределенных по отрезку ио , 1]:
1-tox k = to+ 1+m k, k = О, 1, ... , т + 1. (21)

Рис. 3

Точность результатов зависит главным образом от величины т. Вычисления

показывают, что для определения коэффициента С с погрешностью не более

1% необходимо увеличение т от т = 3 при l ~ 0,9R до т ,...., 20 при l ,....,
,...., 1,75R.

Интересно проследить за изменением напряжений на контуре диска

при увеличении длины трещины (рис. 2). Наличие трещины длиной менее

0,3R практически не сказывается на

величине максимальных напряжений б/ffo JЗ'Т/4-
на контуре (уменьшает их по сравне-

нию со сплошным диском не более чем 0,4
на 5%). Влияние такой трещины су

щественно лишь в сектореО -< I qJ I -<
-< ~. Трещина большей длины замет

но изменяет напряженное состояние -0,2
во всем объеме диска. Уровень макси

мальных напряжений постепенно сни- -0,4
жается по мере увеличения длины Рис. 4
трещины в промежутке О < l ~ 1,2R
и в дальнейшем сохраняется неизменным, составляя примерно 0,470"0'
Точка, где действуют напряжения О"М8КС, при l -< R лежит в конце диа

метра, проходящего через линию трещины, а при [> R резко смещается

в положение конца диаметра, перпендикулярного ей. При l ~ 1,75R про

исходит стабилизация напряженного состояния, заключающаяся в том,

что распределение напряжений, за исключением небольшой области вблизи

вершины трещины, перестает зависеть от ее длины, совпадая с напряжен

ным состоянием Б полукруге. Заметим, что стабилизация напряжений в

области О -< I qJ I -< ; наступает значительно раньше, уже при l ,...., 1,25R.

Эпюры напряжений в полукруге (рис. 3), полученные предельным пере

ходом [-+ 2R, практически (различие не превышает 1,5%) совпадают с
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рассчитанными на основе рассмотренного выше вариационного процесса

Ритца. Характерной особенностью распределения круговых напряжений

в полукруге по сравнению со сплошным диском является смещение коорди

наты нейтральной оси по направлению к контуру (с 0,59R до 0,77 R). На

блюдается также появление радиальных напряжений на прямолинейных

участках боковой поверхности (того же знака, что ипо) , величина которых

несколько превышает уровень О'макс на криволинейной границе. Величина

касательных напряжений не превосходит 0,10"0'
На рис. 4 показано изменение напряжений О"е вдоль луча е = о (кри

вая 1) и напряжений а, вдоль лучей е = ± ~ (кривые 7) для некоторых

значений ~. Эти графики дают представление об изменении уровня макси

мальных напряжений в секторе при увеличении центрального угла 2~.

В заключение отметим, что результаты, приведенные на рис. 1, 3, 4,
остаются в силе для более общего случая распределения температуры, чем

описываемое выражением (13). А именно, они справедливы, если темпе,·

тура удовлетворяет уравнению .

!J.Т = Q = const (22)

при произвольных граничных условиях . В этом случае параметр 0'0 опре

деляется выражением
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IП. М. Сеник,IБ. И. Сонип

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПАРАМЕТРОВ НЕЛИНЕЙНОЙ КОЛЕБАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

ПО АМПЛИТУДНО-ЧАСТОТНОЙ ХАРАКТЕРИСТИКЕ

Рассмотрим колебательную систему с одной степенью свободы, движение

которой описывается автономными уравнениями:
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N

Х + ~yn = еР (х, у, 8) + 8 ~ ckPk (х, у),
k=l

М

iJ - ах
m

= eG (х, у, 8) + 8~ dlRI (х, у),
!=l

(1)
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