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Рассмотрим упругую изотропную пластину с эллиптическим отверстием и

трещиной, расположенной на большой оси эллипса. Примем оси симметрии

эллипса за координатные оси комплексного переменного z = х + iy и пред

положим, что трещина расположена на отрезке [а, bJ положительной по

луоси Ох. Исследуем предельное равнов есие такой пластины, нагруженной

внешними усилиями. .
При решении задачи воспользуемся методом дисторсии [1], предста

вив напряженное состояние пластины в виде

al; = a~; + ar; (i, j = х, у), (1)

где а?; - напряжения в пластине с отверстие.м без трещины, которые будем
считать известными, так как при заданных внешних усилиях их можно

определить с помощью методов, предложенных в работе [2]; afi - напря

жения, обусловленные заданной на отрезке [а, Ы дисторсией Ш (обозначе

ния общепринятые)

( ) G д [+ - . ( + -)]f.I. х = л{l+хj ---ах V -V -L и - и ,

компоненты которой определяются из граничного условия

ajy(x) + Р; (х) = О, j = 1, 2, х Е [а, Ь], (3)

где Р; (х) = a~y (х) - a'jy (х), Gl y == ауу , а2у = аху, aJy (х) - внешние усилия,
заданные на трещине.

Найдем компоненты напряжений, обусловленных днеторсней (2), за

данной в точке т оси Ох. С этой целью воспользуемся методом комплексных

потенциалов Колосова - Мусхелишвили в преобразованной области. Рас

смотрим функцию

Z=Ct)(~)=R(~+T)' (4)

осуществляющую конформное отображение области I ~ I > 1 в плоскости

комплексного переменнаго ~ на рассматриваемую область, при котором

трещина есть образом отрезка [а:, ~] действительной оси 01;. Распространим

определ ение функции Сй' (~) Ф Ю на область I ~ I < 1 следующим обра
зом [2]:

Ct)'Юф(~)=-Ct)'(~)Ф(+)+ ~~ [Ct) (~)(D'(+)+Ct)'(+)Ч'(+)1· (5)

'Гак как контур отверстия свободен от внешних усилий, то решение задачи

имеет вид Сй' Ю ф (5, ~) = F (5, ~), где т = ct) (s), F (5, ~) - рациональная

функция, представляющая собой совокупность всех полюсов функции

ct) Ю Ф (s, ~). Исходя из соотнош ений (4), (5) и комплексных потенциалов

Ф (1' г) = ~, чr (т г) = 1.1. {1.'j _ 1.').1 (Т) ,
О, 1.'-Z О , . 1.'- Z ('t- Z)2
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(6)

обусловленных наличием дисторсии (2) в сплошной пластине [11, нетрудно

записать общее выражение функции F (s, ~), так как можно заранее опре

делить все возможные полюсы функции ш' (~) Ф (s, ~) и их максимальные

порядки (здесь и далее новых обозначений рассматриваемых функций . по

сле замены переменных не вводим):

'( [ 1 1 J -- в (5)
(i) (~)Ф s, ~)=[1(s) 5-~ + ~(5~-') ~[1(s) (~_1)2 '

где B(s) =с 55~5~-~) , с= 1-m.

Используя соотношение (6), находим . . . ' -.

O~y (s, s) + ia~y (s, s) = u/(~) {[1 (s) [5 '~ +М1 (s, s)J- ~ (s)M2(5,S)}'

(7)

М1 (s t) =_1_ ~ В (5) .г: [ в (s) ] , . w ' st _ ·1
. ' '<> шJ . 2 d~ щ2 ,<>,

м ( !:) = -'~- 2 2m~+5 (~,2+m) +~ ----!!....- [~J}.
2 5, '<> 2 l с (52 _ т) (~2 _ m)2 щ2 d~ · ~щ

Напряжения u'jy (s), вызванные непрерывно распределенной на [а, Ы
f3

дисторсией [1 (х), определяются по формуле a'jy (S) = ~ u'jy (s, s)d(i) (5),
а •

из которой с учетом соотношения (7) после замены переменныхё =У + б11,

я = У + бt, "У = ~ ~ а , {) = ~-; а найдем

.\ [1j (t) [ t 1 ч + К/ (t, Т])Jdt,
-1

(8)

где

[11 (Т]) - i[12 (Т]) = 2Л(i)' (Т]) [1 (11), К/ и, Т]) = <5 [М1 и,11) +(-- 1i М2 и, 11)]·
Удовлетворяя граничному условию (3), для определения функций

f.Lj (ч) получаем интегральные уравнения ..
1

+ \!!i(t)[ t '1] +К/и, 11)] dt+(i)'(11)Pj(rj) =0, чЕ[-l, 1]. (9)
-1

Поскольку разрыв перемещений в вершинах трещины равен нулю, то ис

комые функции должны удовлетворятьусловию

1

~ f.Lj (11) dч = О.
-1

Решения уравнений (9) выражаются через их фундаментальные решения

[1j (г, Т]) так: .
1

i-L/ (Т]) = SР! (г) ""! (г, ч) d(i) (г).
-1

Функции [1! (г, 11) определяются из уравнений

1+ S ""! (г, Т]) [ t '1] + к.«, YI)]dt + <5 (Г-Т]) = О, Г, Ч Е [- 1, 1],
-1 . .

где {) (11) - дельта-функция Дирака. Разложим ядра К! (t, Т]) в ряд ПО

"Y-1
• Тогда решения этих уравнений, неограниченные на концах разреза,
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запишем в виде [3]

f-t;(r, 1]) • VI ~r2 ...[ l ~
[t; (г, 1']) = УI ~ [t; (г, n) = л r _'(1 + ~ X;k (г,

-1] " k~

Выражения для 'X;k (k = 4, 7) имеют вид

Х;4 (г, 1']) = - Cjl 021'] , Х;5 = СjlОЗ (г1'] + 1']1),

Х/6(Г, Ч) . -2С;2021']-Сjl0 4[ГЧ1 +1'](г 2 +3ч
2
""7 1)],

. хр(г,1']) ~ 3С;203 (1']1 + г1']) + +05( С/З1']г (2г2 + 1) +

++С;41']1 (2г2 + 1) + С;5Г1']1']1 + С;6 (1']2rjl - +)] ,.
где 111 = 211 - 1, а постоянные C;k определяются формулами

3
С11 = 1- ст, С12 = 1+ 2ст (с - т), С1З = 1-2 ст,

с14 = 2 (1 - 2ст), ~15 =3 ( 1 - + cт) , с16 = 4 ( 1 - 3ст) ,

С21 = 1+ С, С22 = 1+ с (1 + т2), С23 = 1+ +(1 + т),

С24 = 2 (1 +- С (1 + т)]' ~25 = 3 [ 1 + С (1 ++т) J, С26 == 4 (1 -+ С (1 + 2т)].

Формулы ' для коэффициентов интенсивности напряжений, исходя из

их определения (4], в этом случае удобно записать в виде

kr = liт V лw' (11) (112- 1) (J;y (11).
Т] .... ±J

(10)

вы-

(11)

(12)

Из соотношений (1) и (8) определим напряжения (Jjy (х) на продолжениях

трещины. В окрестно сти ее концов они определяются так:

' . 1

(Jjy (rj) ~ + , .~ + 0(1), [1; (rj) = ~ Р; (r) j.t; (г , 11) dw (г).
0 (1]) 1]2-1 ' - 1

Подставляя это выражение в формулу (1 0), находим фундаментальное

ражение для коэффициентов интенсивности напряжений

I

± г · ±k,. = J Р/ (г) k,. (г, 1'] ) dw (г),
-1

где

k± ' О) ' V 1_,2 [1 - k± I
/ (г) = ()' + лRо [ (у ± 0)2 _ т] l±Г + ./ ( г) ;.

kj ( г) = л2)'-2 { С;! (+ 1+ л =+ 2л2) + С/2)'-2 (=+ 2 + 3Л) +

++л (С/4 ++С;6) + гл [ С/l (± l-I.)± 3С/2)'-2 ± +л2 (С/З + С;5)J+

+ г2л2 (+ Cjl ++С/4Л) ± ГЗЛ3С;З}' ''л = -%- .
Для вычисления интеграла в формуле (11) удобно пользоваться квадра

турнойформулой Гаусса - Чебышева

. V N± у ± о лR6 ±
kj = -N- (у ± ор-т ~I Ak Р; (Ы,
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где

A,t = (1 - ~ ) [1 + , k =F (1 - '%) kj (гя)] ; ~k = l' + 8,k;

2k - l
'k = cos 2N л.

Отметим, что при т = 1 ядра уравнений (9) совпадают, а их решения можно
определить в замкнутой форме, так как при переходе к переменным физиче

скои плоскости эти уравнения обращаются в характеристические сингу

лярные уравнения. Опуская промежуточные выкладки, приведем квадра

турную формулу для коэффициентов интенсивности напряжений

( 13)

" .<: _ Ь!" - а!"
u1 - 2

Ь = 2Rb1.

1

У(Ь1 - rk) (аl - rk)

т Ik = 1'1 + 81' k ;

1

Tl k) V(b1 - rv ) (а1 - rv)"

Х V,tk-l;

Ьj+Щ

2

а = 2Ra1 ;

N

J = ~ ---:гт:с====;=;===;=
k=!

1'1 =

С,

Ра

0,25

где

Рассмотрим частные случаи нагр у

жения пластины.

а . Отверсти е и трещина свободны

от внешних усилий, а на бескон еч

ности в перпенди кулярном к трещи не направл ении действуют монотонно

" возрастающие растягивающи е усилии Ра • Тогда [2]

Рl Ш = crZy (1;) = г: {1 + 2 (~;_mm) [1 + т + 1?~ т (3 + 1;2~т )]} •

_ б. Внешние усилия на обводе отверстия и на бесконечности отсутству

ют, а берега трещины подвержены равномерному давлению Рв- В этом сл у-

чае Р1 (!;) =- crffy (!;) = Рб ' _

На рисунке даны зависимости приведенных критических усилий Р* =
= p*lpo* (Ро' - критическое значение усилий р для пластины с трещиной
без отверстия) от безразмерного расстояния левого конца трещины от кон

тура отверстия 8 1 = '1'1 - 1 - 01 при 01 = 1 и т = О; 0,5; 1 (кривые 1, 2, 3

соответственно). Штриховые линии соответствуют точным значениям р*

при т = 1, определенным с помощью формулы (1 3). Анализ полученных

результатов показал, что наличие отверстия приводит к уменьшению пре-

дельных усилий Р* (Р* < 1), т. е . снижает прочность тела с трещиной.

Следует отметить, что при прочих равных условиях усилия Р* с увеличе
нием длины трещины в случае натружения «а» возрастают, а в случае «6» 
уменьшаются. Это связано с тем, что значение коэффициента интенсивности

напряжений возрастает пропорционально приложенным к берегам трещины

напряжениям, которые в случае «3» уменьшаются , так как по мере возрас

тания длины трещины она все больше выходит из зоны напряжений , вы-
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званных возмущением напряженного состояния около отверстия. Отметим,

что k1 > ы. т. е. распространение трещины происходит СО стороны от
верстия.
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ДИНАМИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ

ДЛЯ БЕСКОНЕЧНОй ПЛАСТИНКИ

Рассмотрим изотропную бесконечную пластинку толщины 26 (рис. 1), тем

пература поверхностей г = +6 которой изменяется в начальный момент

времени на некоторую величину to, оставаясь в дальнейшем постоянной.

Для определения возникающего в пластинке нестационарного температур

ного поля имеем уравнение тег.лопроводности

дТ д2Т

~ = а ------;jiГ (l )

(2)

(3)

5+ (Т) - асим-

Ри с .

(4)
ch V+z
сп V+6

т = ...!д...
s

и краевые условия

т (э, Т) = t05 + (1') при г = + 6,

Т (г, Т) = О при Т = О,

где а - коэффициент температуропроводности; Т - время;

метричная еди ничная функция.

С помощью интегрального преобразования Лапласа по времени Т , на-

ХОДИМ изображение температуры в пластинке '1 '
о \х

для определения динамических температурных напряжений в пластинке

воспользуемся уравнением [1J

д
2
с;ZZ 1 д2с;Zz д2Т
-д-2- - - 2 ----;ГГ = (Х/Р (l + у)~ , (5)z С 1 т

где С\ - скорость распространения упругой волны в пластин ке; (Х/ - тем

пературный коэффициент л инейного расширения; v - коэффициент Пуас

сона; Р - плотность.

Пусть напряжение и его производная по времени в начальный момент

времени равпы нулю, т. е.

iJr;zz
(Jzz = О, ----;эт = о при Т = О. (6)
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