
(23)

:А {2ih ( 1+ ") (T~) - T~1) + ро ~ (Tr ) - vTg») -

, (1) }
-2(1 +v)_a_ 5р(~J-~~ =0

дА я др

и для второго

Tf) - "ть2) = О, ,\,ь2) = '\'~:) = О , N~) = ~o [T~) +T~ ) cos NA

-+(ТЬOJ - 2ph) cos 2NA].
_д_ {_I_ [( 1+ ")(т(2) _ Т(2» + р ~ (т(2) _ "т(2» _
дА 2Бf! "- р О др "- р

_ ') (1 + )_д_ 5(2)] _ ~ дw(2) } = О
- v дА ох R др •

В качестве пример а на конту ре квадратного отверстия в оболочке с па-
т 3М

раметрами (17) подсчитаны величины k1 = 2;h и k2 = 2P~ ' Зависимости

этих величин от угла "л, приведены на рис. 2. Из рисунка можно заключить ,

что влияние сдвигов н а величину k1 не превышает 5 %, а на величину

k2 -8%.
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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КВАЗИСТАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО·ИЗОТРОПНОГО СЛОЯ

С ДИСКООБРАЗНОй ТРЕЩИНОЙ

Рассмотрим трансверсально-изотропный слой толщиной 2h с круговой тре

щиной радиуса г = го' Трещина расположена параллельно и симметр ично

граням слоя , которые свободны от внешних усилий и поддерживаются при

температуре Т2 (г, t ). На части поверхности трещины r < а задается темпе

ратур а Т1 (г , t) или тепловой поток g (г, t). Отнесем это тело к цилиндриче

ской системе координат (г, ер , z) так , чтобы ось г была перпендикулярна к

плоскости трещины, а начало системы координат совпадало с центром тре

щины .

Необходимо определить осесимметричное темпер атурное г оле Т (г, г, t),
удовлетворяющее уравнению теплопроводности

Л2 д
2

Т + fj, т = _1 дТ (1)az2 r Х д.

53



и соответствующим граничным условиям в области О < z < h:

T(r,h,t) =T2(r,t), г<оо,

Т (г, О, t) = T1 (г, {), г <а, ааТ I = О, г>а
z г=О

или

(2)

Т(г, h, t) =Т2(г, t), ,<оо, (3)

даТ I -±g(r, t)O(a-r)
z г=±О

. . д2

при начальном условии Т (г, г, · О) = О; Здесь А2 = ').·2/~; /1, = дг2 +
+~ -!J-; л'l' л'2 - коэффициенты теплопроводности вдоль осей г и г соот-, w .. . .. . .. .
ветственно; 'Х - коэффициент температуропроводности; в (г) - функция

Хевисайда . ..
Решение уравнения (1), ограниченное на бесконечности, представим

в ви~ .
00

Т(г, г, P)=i~{A(~)Ch(~ ~)+B(~)Sh (~ ~)}Jо(Иd~, ~= Y~2+~,
О (4)

где Р - параметр преобразования; Jo (г) - функция Бесселя, а черточкой

обозначено трансформанту Лапласа - Кареона по времени. Неизвестные

функции А (~) и В (~) определяются из условий (2) и (3). С первого гранич

ного условия (2) получаем зависимость

А (~) = [Т; (~, Р) ~B (~ sh (~ ~)] ch-
I (~ ~), (5)

а остальные два для определения В (5) дают дуальные интегральные урав

нения

00

i с (~) ~-l th (~ ~) Jо (И ds = - т1 (г, Р) +
о

00

+ i~T; (5Р) sch (~ Р) J о (~г) d~, О < r < а;
о

(6)

00

5с (~Po ~г) d~ = О, . с > а; С (~) = sPB Ш,
о

где звездочкой обозначено трансформанту Ханкеля по координате г,

Точны х методов решения таких уравнений нет. Их можно решить

приближенно, например методом аппроксимации ядер [3, 4, б] .

в случае граничных условий (3) имеем зависимость (5) и соотношение

а

Л S -в (~) = т rg (г, Р) Jo(~г) dr.
о

(7)

Напряженное состояние трансверсально-изотропного слоя, обуслов

ленное температурным полем (4), определяется с помощью фУНКНИЙ

Ф (г, г, t) и чr (г, г, t), удовлетворяющих уравнениям [8}

(8)
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решения которых имеют ВИД

со

Ф (г, г, р) = J; {[В1 (;) сЬ Р2г +В2 (;) sh Р2г] + L Ш [А1 Ш ch РIг+
О

+ A2 (~) sh pIZ] + M (~) T* (; , г, р) }Jо(Иdf, (9)
00

чг (г, г, Р) = s; { [А 1 (;) сЬ РIг + А2 Ю sh РIг] +NШ Т* (;, г, р)Ро (;г) d~,
о

где

1

л (m~2- m~l)
L = -----,,--.,.....,,---

Мш=N---о:----.,,-------
Л]1~2 - k [m~lB2 - Л21;2 ]

Л [m~I~2 - A2~21 [m~2~2 - A2~2)

Здесь и далее все обозначения заимствованы из работы [7].
При нахождении напряженного состояния слоя без трещины, обуслов

ленного температурным полем (4), функции А 1 (~), А 2 (~), В1 (Ю, В2 (~)

находим исходя из симметрии относительно плоскости г = О, в частности,

00

a~~ (г, о, р) = - J~З~ {М (~) S (~, h) - L Ю N (~) D(;, h)! Jo(;г) d;,
о

S ( ~, h) = Q-' (~. h) {[А-]р-;;' (Р2 сЬ P2h сЬ Plh - Рl sh Plh sh P2h) - А-1] Х

Х В Ш + ~-I (Рl sh Plh - Р2 sh P2h) lА Ш сЬ ( ~...~) + в ({;) sh (~ ~)J+
•

+ А-1 (сЬ P2h - сЬ Plh) [А ({;) sh ( ~ ~) + в (;) ch (~ ~)] + Q(~, h) ~-'A Ш},
(10)

D(;. h) = Q-J ({;, h) [А-lрjJр;' (2РIР2 сЬ PlfL сЬ P2h

- (pf + p~) sh Plh sh P2h) - 2А-JJ В Ш.
Q(~, h) = Р2 sh pzhсЬ Plh - Рl сЬ P2h sh Plh.

(11 )

Напряженное состояние слоя с трещиной определяется как сумма со

стояний a;~) и аН>, причем а;}) выбирается таким образом, чтобы в плоско
сти г = О гыполнялись следующие условия:

a~~=a~~=O, z=h; a~~=O, г=О, О<г<оо;

a~~=-a~~, г<го; w(1) = O, г>го, z=O,

для отыскания напряженного состояния а;}> воспользуемся функция
ми Ф и Ч', предварительно положив в них А = В = О, и выражениями

для напряжений через эти функции [В], Тогда из первых трех условий (11)
находим зависимость между В1 , В2 • А 2 И А 1 , а остальные два, представлен

вые в трансформантах Лапласа - Карсона, для определения A1 дают дуаль

ные интегральные уравнения

00

(12)

00

~ 112Сl (У]Ро(11Р) ф] = О, Р> 1,
о
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где

00

- s'l']C1 ('1']) [К (ч) - m 2j1 (т22 - m21)]з, ('I']p) d11,
о

К ('1']) = pzlQ-l ('1']. б) [(pf + p~) sh р1б sh Р2б - 2Р1Р2 ch р/> ch рzб + 2РIР2],

С1 ('1']) = [Р1 - Р1 ch Р1б ch р/5 + Р2 sh Р1б sh Р2 б] Q-I ('I'],б) А 1 (11), 0 = }l/ro'
Учитывая, что '

3 ]

m2f
To s-nС1 ('1']) = >- s s. рш (р, О, р) Jc (11Р) dp,

12 - 11 О

(13)

убеждаемся, что второе уравнение (12) удовлетворяется тождественно,

а с первого для определения w (р, О, р) получаем интегральное уравнение

1 00

5~w «, О, р) г; 5-ек (1']) Jo (1']р) Jo ('I']~) d'l'] =
о о

( н:' -]-(0)( О )= 511 - 512 т21 (Jzz р, ,р,

решение которого ищем аналогично работам [1, 5].
'Поr\1звестным А1 , А 2 , В1 , В2 находим функции Ф и чг и затем

ния a~}) . В частности, при г = О

(14)

напряже-

где

(15)

При изучении предельно-равновесного состояния тела с трещинами

необходимо знать характер напряженного состояния Б окрестности трещин,

Б частности коэффициенты интенсивности напряжений [2\. В рассматривае

мой задаче они будут такими:

k1 (t) = ~V"Г;JФr (1 , t), k2 = О.
л
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(2)

Рассмотрим упругую изотропную пластину с эллиптическим отверстием и

трещиной, расположенной на большой оси эллипса. Примем оси симметрии

эллипса за координатные оси комплексного переменного z = х + iy и пред

положим, что трещина расположена на отрезке [а, bJ положительной по

луоси Ох. Исследуем предельное равнов есие такой пластины, нагруженной

внешними усилиями. .
При решении задачи воспользуемся методом дисторсии [1], предста

вив напряженное состояние пластины в виде

al; = a~; + ar; (i, j = х, у), (1)

где а?; - напряжения в пластине с отверстие.м без трещины, которые будем
считать известными, так как при заданных внешних усилиях их можно

определить с помощью методов, предложенных в работе [2]; afi - напря

жения, обусловленные заданной на отрезке [а, Ы дисторсией Ш (обозначе

ния общепринятые)

( ) G д [+ - . ( + -)]f.I. х = л{l+хj ---ах V -V -L и - и ,

компоненты которой определяются из граничного условия

ajy(x) + Р; (х) = О, j = 1, 2, х Е [а, Ь], (3)

где Р; (х) = a~y (х) - a'jy (х), Gl y == ауу , а2у = аху, aJy (х) - внешние усилия,
заданные на трещине.

Найдем компоненты напряжений, обусловленных днеторсней (2), за

данной в точке т оси Ох. С этой целью воспользуемся методом комплексных

потенциалов Колосова - Мусхелишвили в преобразованной области. Рас

смотрим функцию

z=Ct)(~)=R(~+T)' (4)

осуществляющую конформное отображение области I ~ I > 1 в плоскости

комплексного переменнаго ~ на рассматриваемую область, при котором

трещина есть образом отрезка [а:, ~] действительной оси 01;. Распространим

определ ение функции Сй' (~) Ф Ю на область I ~ I < 1 следующим обра
зом [2]:

Ct)'Юф(~)=-Ct)'(~)Ф(+)+ ~~ [Ct) (~)(D'(+)+Ct)'(+)Ч'(+)1· (5)

'Гак как контур отверстия свободен от внешних усилий, то решение задачи

имеет вид Сй' Ю ф (5, ~) = F (5, ~), где т = ct) (з), F (5, ~) - рациональная

функция, представляющая собой совокупность всех полюсов функции

ct) Ю Ф (s, ~). Исходя из соотнош ений (4), (5) и комплексных потенциалов

Ф (1' г) = ~, чr (т г) = 1.1. {1.'j _ 1.').1 (Т) ,
О, 1.'-Z О ' . 1.'- Z ('t- Z)2
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