
Величина 1,/1',,; может изменять1ся от нуля до бесконечности, поэтому О .<­
-< Р -< 1/2. При Р = О и р = 2" получаем граничные случаи задачи.

Исследования показали, что бесконечные системы уравнений относи­

тельно постоянных C~) квазирегулярны, и с учетом этого их решение найде­

но методом редукции из урезанных систем, а по известным c~) проведены
численные расчеты температурных полей и гр адиентов. На рис. 1 приведе­

но распределение температурного поля и градиента в масштабе 0:1 = Т/ТО .

и 0:2 = ~~ :0 в зоне контакта (~ = О) при некоторых значениях отношения

коэффициентов теплопроводности л = л/л;. Распределение тех же величин
по высоте цилиндра изображено соответственно на рис. 2 и 3.
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО·ИЗОТРОПНОЙ

СФЕРИЧЕСКОй ОБОЛОЧКЕ С КРИВОЛИНЕЙНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Задачи о концентрации напряжений около криволинейных отверстий в сфе­

рических оболочках с использованием классической теории достаточно пол­

но освещены в работах [1, 2]. Исходя из уравнений обобщенной теории обо­

лочек, учитывающей деформации поперечного сдвига (теории типа Тимо­

шенко), исследуем распределение напряжений около криволинейного

отверстия в трансверсально-изотропной сферической оболочке.

Рассмотрим пологую сферическую оболочку радиуса R, толщины 2h,
ослабленную криволинейным отверстием, которая находится под равномер­

ным внутренним давлением интенсивности Ро. Основное напряженное со­

стояние оболочки считается безмоментным и равно

с ТОТ; = д. = 2ph, (1)
PoR

где p=~.

Дополнительное напряженное состояние, вызванное наличием отвер,

стия, будем определять исходя из уравнений уточненной теории оболочек [4]:

(~.i1 - ix 2.i1) Ф = О, (~ - k2
) 'ф = О, (2)

где

1/3(1 -'\1"). 2 h2 Е.
х2 = k2 = В = ...."....,..,...,.,,.--~-

RfL ( 1 - '\I) e 3k'(I-'\I2) аn '

Gn - модуль сдвига; k' - коэффициент сдвига; .i1 - оператор Лапласа.

Используя метод возмущения формы границы [1], представим компо­

ненты напряженно-деформированного состояния оболочки в виде рядов
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по степеням малого параметра '1'], который характеризует криволинейность

отверстия, в ортогональной системе координат (р, Л), а функцииФ и 'Ф по

аналогичным степеням в полярной системе координат (Т, 8) "
00

Ф(т, 8) = ~'I']/Ф/(Г, 0),
1=0

1р (Т, 0) = ~ 11/1р; (г, 8),
. 1=0

(3)

00

Тр = ~ 11IT~),
1=0

... ,
00

Н ~ ;нт
ох = ."'-i у] р",

;=0 (4)
00 00

и - ~ l"u(Л ~, - ~ 'YI'~,{J)
Р - "'-J J р, ••• , r"- ."'-i "! r'"

/=0 /= 0

Тогда для j-ro приближения система (2) принимает вид

(дд - ix 2L\)Ф/ = О, (д - k2) 'Ф; = О, (5)

а компоненты налряженно-деформированного состояния определяются по

формулам

1- 1
T~) = ТУ) + ~ [Ly-m)т~m) + Lv-m) (T~т) _ Т;т» + L~-m)S;fj>],

т=О

H~l = HY~ + ~I r(а-т) - 2LV-m» H~7/ ++[~-m) (M~m) - M~m»] .,
= 0 .

1-1
и~) = иУ) + 1J [L~-m)u~m) + a-m)u[r)] ,

т=О

(6)
/-1

1'~) = УМ) + ~ [L~-m)1'~m) - L~-m)у~m)J.
. m=О

Дифференциальные операторы [~-m) (k = 1, 2, ""., 6), порядок которых
указан верхним индексом, такие, как в работе [2], а величины Тг, ••• , Нr6 ,

иг , ... , 1'8 определяются по известным формулам теории оболочек типа Ти­

мошенко [4].
Решение системы (5) с учетом нулевого, первого и второго приближе­

ний имеет вид [2]

Ф (г, 0) = iВbO) lп r + (с&О) + ш&о) н&!) (гхV - i) + 'I'J [(A~) + iв~»г-N +
+ (CW + iDЙ H~) (гх v=i)] cos N8 + 112 {[iBb2) lп r + (с&2) + iПь

2

» Х

Х H&l) (гх V - i)] + [(A~~ + iв~'2Jv)г-2N + (C~~ + iП~~) MYv (гх V - i)J х

х cos2N8), (7)

'Ф (г, 8) = 11E~)К» (rk) sin N8 + 112E~~~l(2N (rk) sin 2N8. ·

Выбирая некоторым образом 11 и N, получаем решение для эллиптиче-

( а-Ь) ( . 1 .. " )'ского 11 = а + Ь ' N = 2 , квадратного . 11 = + 9' N = 4 и треуголь-

(
1 '

ного 11 = 4"""' N = 3) отверстий .. Здесь а и Ь - полудиагонали эллипса.

Произвольвые постоянные, которые входят в (7), определим, удовлетворяя

граничным условиям на контуре отверстия.

Сферическая оболочка с неподкрепленным криволинейным отверстием.

Предположим, что отверстие закрыто крышкой криволинейного очерта­

ния, которая передает на контур лишь действие перерезывающей силы.
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Закон распределения перерезывающей силы по контуру отверстия зависит

от его формы. Граничные условия на контуре отверстия при р = роимеют

вид

Ть = О, Sрл = О , Мр = О , Нрл = О, Np = f1 (А, 1'}). (8)
Здесь Ро - приведенный размер отверстия, который равен р асстоянию ст

точки контура до оси симметрии вдоль касательной к меридиану оболочки в

контурной точке; f1 (л, 1'}) -функция распределения персрезывающей силы

по контуру отвер стия. Она определяется из условия равновесия крышки

5(н; cos <р +Тр sin <р] dL = - PoS, (9)
L

где L - длина контура отверстия; S - площадь отверстия; <р - угол меж­

ду нормалью к срединной поверхности в центре отверстия и нормалью в

контурных точках.

Используя выражения для dL, S [2] и разложения для cos <р, sin <р и

tg<p по степеням 1'}:

cos <р = 11 R2: ,2 = [ 1 - +(~)2- 1'} ( ~ )2 COSю. - +112( ~ )2 + .. ,J.
, . Ро [ Т]2 ( J ) ]sin<p= у R2+,2 -:-7[ 1 +l1соsNл-т соs2N'Л-т + "', (10)

tg<p = -7r = ~ [1 + 1'] соsNл~ 12 соs2Nл + ...],

условие (9) приводим к виду

5[Npcos<p - (Тр - 2ph)sin <р] dL = О (11)
L .

или

Np-:.(Tp-2ph)tg<p. (12)

Тогда граничные условия (8) при р = Ро принимают вид

Тр -'---- О, Sрл = О, Мр = О, Нрл = О, Np -:. - P~o Х

Х [ 1 + 1'} cosю. - ~ cos2Nл] . (13)

Раскладывая левые части выражений (1 3) в ряды по степеням 1'], получаем
граничные условия для j-ro приближения . При р = Ро

для нулевого приближения

T~) = О, M~O) = О, N~) = - P~Oo , (14)

для первого

ТО ) - S (I) - M(I) - я(l) - О
р - р1. - р - рл - , N~) = - PfOcosNл (15)

и для второго

T~2) = S~~ = M~2) = H~2?. = О , N~) = p~oo cos 2NA. (16)

В качестве примера подсчитаны коэффициенты концентрации усилий
~ . . . .

k1 = 2ph , И максимальных по толщине оболочки изгибных моментов k2 =
3Мл

= 2pI12 на контуре квадратного отверстия в оболочке с такими физико-

геометрическими характеристиками:

Е
ОN = 2 (1 + v); 20; 40; R = 1,0 м; Ро = 0,1 м; v = 0,3; 2h = 0,02 м. (17)
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Зависимости: этих величин от угла л приведены на рис . 1. Из рисунка вид­

но, что деформации поперечного сдвига увеличивают максимальное эначе-
Е Е

ние k1 на 5,5% при -о = 20 и на 14% при -о = 40. Для величины k2 эти
n n

увеличения соответственно равны 21,8 и 43,5 %.
Абсолютно жесткое включение. Предположим, что отверстие в оболоч­

ке подкреплено абсолютно жесткой шайбой. Под действием равномерного

давления крышка получает фиксированное вертикальное перемещение

у

Тл!2рlJ Е/Сп =20

Е/Сn=40

Е/Сn=2Р+v)

Рис. Рис. 2

Wo' Углы поворота контура отверстия равны нулю. Граничные условия на

контуре отверстия можно задать в виде [3]

T'A-vТр = О ,

д { 1 r д
~ 2Eh I(1 + v) (Т" - Тр) + Ро дР (Т'А - vTр) -

_ 2 (l + v) _д_ SP'A] - ~ дw } = О
дл R др ,

I'Р = 1')... = О, W = 12 (л, 'YJ), (18)
где 12 (л, 'YJ) - закон распределения прогиба по контуру отверстия, который

можно задать в виде

W = wocos(j). (19)
Здесь cos (j) имеет вид (10).

Рассмотрим эту задачу при несколько иных, чем (18), граничных ус­

ловиях. Вместо условия (19) будем рассматривать условие равновесия крыш­

ки (12). ОНО дает закон распределения перерезывающей силы по контуру

отверстия. Выполнение условия (19) будет обеспечивать первое условие

(18) (условие нерастяжимости контура отверстия). В данном случае гра­

ничные условия при Р = Ро принимают вид

T)...-vТр =О, I'р= I''А =0, Np-(Tp-2ph)tg(j) = О,

д { 1 [ д~ 2EI! (1 +v)(Тл.- Тр)+ро дР (Т7,-vТр) -

- 2 (1 + v) :л sрл.] - ~ ~~ } = О. (20)

Раскладывая левые части условий (20) 13 ряды по степеням 11, получаем

граничные условия для j-ro приближения. При Р = Ро

для нулевого приближения

T~) - vT~O) = О, y~O) = О, N~O) = ~ (T~O) - 2ph), (21)

для первого

T~) - vT~) = О,
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",(1) - ~,(\) - О
IP - Iл. - , N~) = ~ [T~) + (T~o, - 2p'~) соз Nл], (22)



(23)

:А {2ih ( 1+ ") (T~) - T~1) + ро ~ (Tr ) - vTg») -

, (1) }
-2(1 +v)_a_ 5р(~J-~~ =0

дА я др

и для второго

Tf) - "ть2) = О, ,\,ь2) = '\'~:) = О , N~) = ~o [T~) +T~ ) cos NA­

-+(ТЬOJ - 2ph) cos 2NA].
_д_ {_I_ [( 1+ ")(т(2) _ Т(2» + р ~ (т(2) _ "т(2» _
дА 2Бf! '" р О др '" р

_ ') (1 + )_д_ 5(2)] _ ~ дw(2) } = О
- v дА ох R др •

В качестве пример а на конту ре квадратного отверстия в оболочке с па-
т 3М

раметрами (17) подсчитаны величины k1 = 2;h и k2 = 2P~ ' Зависимости

этих величин от угла "л, приведены на рис. 2. Из рисунка можно заключить ,

что влияние сдвигов н а величину k1 не превышает 5 %, а на величину

k2 -8%.
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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КВАЗИСТАТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО·ИЗОТРОПНОГО СЛОЯ

С ДИСКООБРАЗНОй ТРЕЩИНОЙ

Рассмотрим трансверсально-изотропный слой толщиной 2h с круговой тре­

щиной радиуса г = го' Трещина расположена параллельно и симметр ично

граням слоя , которые свободны от внешних усилий и поддерживаются при

температуре Т2 (г, t ). На части поверхности трещины r < а задается темпе­

ратур а Т1 (г , t) или тепловой поток g (г, t). Отнесем это тело к цилиндриче­

ской системе координат (г, ер , z) так , чтобы ось г была перпендикулярна к

плоскости трещины, а начало системы координат совпадало с центром тре­

щины .

Необходимо определить осесимметричное темпер атурное г оле Т (г, г, t),
удовлетворяющее уравнению теплопроводности

Л2 д
2

Т + fj, т = _1 дТ (1)az2 r Х дт
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