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ОПТИМАЛЬНОЕ ПО БЫСТРОДЕЙСТВИЮ УПРАВЛЕНИЕ

НАГРЕВОМ ПЛАСТИНЫ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ

НА ФУНКЦИИ УПРАВЛЕНИЯ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

На практике часто возникает задача наискорейшего нагрева тела до опре

деленного температурного состояния при ограничениях на функцию управ

ления (температуру греющей среды, тепловой поток и другие управляющие

воздействия) и функцию распределения (температурное поле). для реше

ния такой задачи можно использовать теорию оптимального управления

системами с распределенными параметрами [1, 2], позволяющую прибли

женно найти оптимальное управляющее воздействие, ограниченное сверху

и снизу соответствующими константами, а не функциями от времени, что

снижает, естественно, область его практического применения. В настоящей

работе рассматриваются постановка и точный аналитический метод решения

задачи оптимального по быстродействию управления нестационарным од

номерным температурным режимом пластины при ограничениях на функ

ции управления и распределения, зависящих от времени.

Пусть неограниченная пластина толщиной h нагревается на обеих

граничных поверхностях с помощью конвективного теплообмена по закону

Ньютона .

дТ ~~ ,) + Вi 1 [Т (1, т) - t (-о)] = О,

дТ b~ ,) - Вi2 IТ (О, т) - е (-о)] = О (8 (-о) < t «».
(1)

(2)

Необходимо найти такую функцию управления нагревом пластины

t (т}, ограниченную сверху

t (т) <: и (т) (3)

предельно допустимым или возможным управлением и (т), чтобы при огра" :

ничении на температуру пластины или функцию распределения Т (р, ..)
в фиксированной точкер = Рl (О <;: Рl <;: 1)

Т (Рl' т) <;: v (-о) (4)
за минимально короткое время "о можно было перевести ее от начального

состояния

Т (р, О) = f (р)

до конечного с максимальной температурой

Т(1, -00) = ТО = const (f(p) <То<и('т:о))

(5)

(6)

и максимальным перепадом температур в поперечном сечении пластины

Т(l, -т:о)-Т(О, ~о) <;:t1Т. (7)

При этом функция распределения Т (р, т) удовлетворяет уравнению тепло

проводности

(8)

х

Здесь р = h (О <;: Р <;: 1)~ безразмерная координата; х (О <;: х <;: h) - ось

координат с началом на одной из граничных поверхностей пластины; т =
а,"

= Ji2 (т >- О) - безразмерное время; а - коэффициент температуропровод-

ности : -0* - время', Bi (J.,lh В' (J.,2
h

.. Б, 1 = -'А- и 12 = -'А- ~ критерии ио на граничных
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поверхностях р = 1 и р = О; <Хl' <Х2 - коэффициенты теплообмена; л

коэффициент теплопроводности ; 8 (т) (8 (Т) < t (Т» - неуправляемая

заданная температура греющей (охлаждающей) среды; v (Т) - предельно

допустимая температура пластины в фиксированной точке р = Рl' ограни

ченная по технологическим или прочностным требованиям; дТ - допусти

мый перепад температур в поперечном сечении пластины к концу процесса

нагрева.

Как следует из постановки задачи оптимального управления (1) - (8),
важным ее отличием является то, что в качестве условий конечной цели

нагрева пластины выбраны условия (6), (7), а не условие [Г, 2] ~~- ,-

Т (р, '"'о) = t* (р). (9)

Условия (6), (7), характеризующие качество нагрева пластины, соот

ветствуют практическим требованиям процесса нагрева [7]. Условие (6) ·
зачастую может быть заменено условием, чтобы средняя интегральная тем

пература пластины в поперечном сечении ее была равна заданной. Условию

(9), строго говоря, можно удовлетворить лишь через определенный доволь

но большой промежуток времени либо приближенно, как это и сделано в

работах [1, 2] при переходе к приложению полученных решений, что, по су

ществу, соответствует удовлетворению условиям (6), (7).
Очевидно, функция управления t (Т) минвмиэирует время нагрева пла

стины т тогда, когда в одном из ограничений (3) или (4) выполняется ра

венство, то е.

либо в отдельных случаях одновременно выполняются равенства (10) и (12).
В последнем случае достаточно удовлетворить одному из равенств (10)
или (12), второе будет удовлетворяться тождественно.

Рассмотрим решение задачи (1) - (8), когда интенсивность нагрева

пластины лимитирует функция управления, т. е. в случае выполнения

условий (10) и (11). Тогда оптимальное управление нагревом пластины t (Т)

определяется тривиально как предельно допустимое из условия (10). Для
определения температурного режима пластины Т (р, т), соответствующего

предельно допустимому управлению (1 О), необходимо найти решение обыч

ной задачи теплопроводности (1), (2), (5), (8), (10), которое можно пред-

ставить в следующем виде: ~_ . -
1:

Т(р,Т)= :" f[Bi1u(t-'!1)Т1(р, m+Bi28(T-'!1)~2(Р,1])]d'!1+
о

00

+ ~ Ап (лn cos ЛпР + Bi 2 sin лпр) ехр (- Л~Т).
п=1

Здесь

(14)

00

Т ( ) 1+ Вii - ВiiP ~ В (~ ~ + В' . ').,,) (').,,2 ).
2 р,Т = В ' . + В' + В' -В ' - kJ n "'ncos ",пр 12вгп пр ехр - n',

'1 '2 '1 '2 1l=1
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[

I I '{
Аn = --"---,..--,1,,,----,-- rНр) cos лn (l - р) dp + ~cini -'. f (р) sin лn (l - р) dp

Лnб (лn) J 1.
О С _

(n= 1,2, " .);

( 1 Bi:(. 1) ( 1 2 )cos /\,n + -т:;: вш /\,n n = , ,...;в = I
n л~~ (лn)

!1(лn) = 2~; {(л; - ы, Biz) C~s к; + [л; (1 + вг, + Вi2) + в., Вi2] S I~~n }

(n = 1, 2, ...);

л'n > О (n = 1, 2, ... ) - корни трансцендентного уравнения

tg л = л (Bi1 + Вi 2) •

л2 - Bi1 Вi 2

Представив функции t (Т) И 8 (Т) В виде двух составляющих

t (Т) = '*(Т) + q~:) , 8 (Т) = 8* (1:) + q::1:) ,

особое решение задачи теплопроводности (1), (2), (5), (8) при Bi1 = Bi2 = О,

не охватываемое решением (14), можно представить так:

1:

Т (р, Т) = {- :т f [w (т - 11) T 1 (р, 'У]) + q* (Т - ч) Т2 (р, ч)] dY] +
о

1 са 1

+ I f (р) dp + 2 ~ cos ЛnР I f (р) cos лnрdр ехр (- Л;1:). (15)
О n=1 О

Здесь t* (Т) И 8* (Т) - управляемая и неуправляемая температуры грею

щих сред; q (Т) И q* (Т) - управляемый и неуправляемый тепловые потоки

на границе р = 1 и р = О; w (Т) - предельно допустимый или возможный

тепловой поток q (Т);

Рассмотрим второй возможный случай, когда интенсивность нагрева

пластины ограничена функцией распределения, т. е. выполняются условия

(12) и (13). Решение задачи оптимального управления (1) - (8) в этом слу

чае находим с помощью определения предельно допустимого температурно

го режима Т (р, Т) из решения задачи теплопроводности (2), (5), (8), (12).
Тогда из граничного условия (1) нетрудно найти оптимальное управление

t (Т), обеспечивающее предельно допустимый температурный режим.

Решение задачи теплопроводности (2), (5), (8), (12) можно представить

в виде

1:

Т(р, _)= :т I[V(L-1'])T1(p, 1']) + Bi2 8 (L - 1']) Т2 (р, 1'])]dч+
о '

со р,

+ 2 ~ лn (лn COS АnР + Bi2 sin ЛnР) r f () . ~ ( ) d (~ 2 )
.:::.. 2 J р вш "'n Рl - Р Р ехр - /\,nт .

n=! sin ЛnРl [ЛnРl + Bi2 (1 + Bi2 Pt.>J О
(16)
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Здесь

00

(лп COS ЛпР + Bi2 sin ЛпР) ехр (- Л~Т)

sin ЛпРi [Л~Рi + ы, (1 + ы, Р1)]

(лп COS ЛпР +Bi2 sin лпр) ехр (- л.;Т)

лП [Л~Рi+ ы, (1 + ы, Р1)]

л~ > О (n = 1, 2, •..) - корни характеристического уравнения

tgЛРl = -~.
ы,

Следует отметить, что решение (16) задачи теплопроводности (2), (5),
(8), (12) относится к классу обратных некорректных задач теплопровод

ности [4-6]. Правда, для области р Е [О, Р1] это решение вполне коррект

ное, поскольку для пластины толщиной Рl условие (12) представляет собой

граничное условие первого рода. Однако для области р Е (Р1' 1] решение

(16) некорректное. При этом с целью практического применения решения

задачи (2), (5), (8), (12) для области р Е (Рl' 1] необходимо использовать ме
тод регуляризации А. Н. Тихонова [5, 6], позволяющий найти решение

обратной задачи, обеспечивающее заданную точность определения искомой

функции, либо, что проще, применить метод подбора, т. е. в каждом кон

кретном случае применением формулы (16) для области РЕ (Р1' 1] найти

замкнутую область D отклонений исходных величин и, е, f и Bi 2 от истинных

их значений, обеспечивающую заданную допустимую точность определения

функции Т (р, Т).

В большинстве случаев ограничивающей является максимальная тем

пература пластины при Р1 = 1, где возникают максимальные градиенты

температур и температурные напряжения, а также другие нежелательные

факторы, например оплавление, окисление, обезуглероживание либо пере

жог материала. А при Рl = 1 выражение (16) представляет собой решение

обычной задачи теплопроводности [3] при заданных условиях первого рода

на границе Р = 1 и условии третьего рода на границе р = о.

Приведенные выше решения задачи оптимального управления (1)
(8) позволяют построить одноступенчатое, двуступенчатое, и т. д., много

ступенчатое управление нагревом при ограничении на каждом интервале

температур на функцию управления либо на функцию распределения.

Пусть условие (4) не наложено либо оно удовлетворено при достижении

функции управления даже своего предельно допустимого значения и (т).

Тогда оптимальная функция управления

t(T)=U(T) (О<Т<То), (17)

а время ее отключения То определяется из первого условия конечной цели

(6), если второе условие (7) не наложено либо оно удовлетворено в процес

се, подъема температурного режима Т (р, Т) до максимальной величины То.

Таким образом, получаем одноступенчатое управление (17).
Если же условие (7) не удовлетворено, то из условия (6) определяется

лишь время переключения Т1 управления (17) на управление, найденное из

условия (1) с помощью предельно допустимого температурного режима (16)
при Р1 = 1 и

v (Т -'- т1) = ТО (Т1 < Т < то), (18)

Время отключения То при этом определяется из второго условия конечной

цели

Т(I, 'Со-т1) - Т (О , то-т1) = /),Т, (19)

где т (р, т - т1) (Т1 < Т < То) - температурный режим (16) при усло

вии (18).
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(20)

Следовательно, получаем двуступенчатое управление нагревом пласти

ны с управляющей функцией (17) и температурным режимом (14) либо (15)
на первом этапе нагрева и температурным режимом (16) и управлением

t (т), найденным из условия (1), на втором. В качестве условия сопряжения

первого и второго этапов нагрева выступает условие (6), где Т (р, т) (О -<
-< т -< Т1) - температурный режим (14) либо (15).

Аналогично получаем двуступенчатое управление нагревом пластины

при ограничении на первом этапе на функцию управления, а на втором 
на функцию распределения и отсутствии условия конечной цели (7) с той

лишь разницей, что в качестве условия сопряжения выступает условие

т (Р1 ' 't'J = V (Т1),

а в качестве условия отключения -

т (1, то - Т1) = то- (21)
В условии (20) Т (р, т) (О -< т -< Т1) - решение

(14), а в условии (21) Т (р, т - Т1) (Т1 -<

-< т -< .0) - решение (16). Если условие (7)
наложено, то из равенства (21) определяется

лишь время переключения Т2 на управление,

найденное из граничного условия (1) с помощью

решения (16), взятого при Р1 = 1 и v (т - Т2) =
= ТО (Т2 -< т -< то), а время отключения управ

ления .0 определяется из условия (19), где

вместо .1 необходимо взять . 2 ' Итак, получаем

трехступенчатое управление.

Если между вторым и третьим этапами т, ! 12 70 т

рассмотренного трехсту пенчатого управления

вклинится еще один эта п с ограничением на функцию управления ,

то получим четырехступенчатое управление нагревом пластины с уп

равляющей функцией (10) на первом и третьем этапах и управляющей

функцией t (т) на втором и четвертом, определяемой из условия (1) с по

мощью температурного режима (16), найденного при условии (12) на втором

этапе и при условии Т (1, т - 't'з) = То (.з -<. -< .0) на четвертом. В ка

честве условий сопряжений будут условие (20) между первым и вторым

этапами. условие t (.2 - Т1) = u (Т2 - Т1) между вторым и третьим и усло

вие Т (1.•3 - Т2) = То между третьим и четвертым этапами нагрева. Время

отключения управления определяется из условия Т (1, .0 - 't'з) 
~ Т (О, ТО - 't'з) = L1 Т. Так же можно построить и многоступенчато е уп

равление нагревом пластины .

В качестве примера рассмотрим следующую задачу оптимального уп

р авления нагревом пластины: требуется нанскор ейшим путем нагреть теп

лоиэолированную с одной стороны (Bi2 = О) пластину толщиной h от на

чальной температуры f (р) = О до максимальной Т (1, '"Со) = 0,8Т1 с по

мощью конвективного теплообмена (1) при Bi1 = 1,5, где Т1 - предельно

допустимое управление, т. е. и (т) = Т1 = const. При этом температурный

режим ограничен условием Т (1, то) -< (0,5 + О,2т) Т1 , а перепад темпера

тур к концу нагрева - условием Т (1, то) - Т (О, то) -< 0,05Т1 .

На рисунке показано найденное приведенным методом оптимальное

управление нагревом поставленной задачи, представляющеесобой кусочно

непрерывную функцию t (Т)/Т1 (кривая 1) с двумя переключениями в мо

менты времени Т1 = 0,446 и Т2 = 1,5 и временем отключения то = 1,794.
Соответствующий температурный режим пластины Т (1, T)IТ1 И Т (О, '"С)/Т1

, представлен кривыми 2, 3.
Таким образом, указанным путем можно построить многоступенчатое

оптимальное по быстродействию управление одномерным нестационарным

температурным режимом пластины при ограничениях на функции управле

ния и распределения, а также максимальные температуру тела и перепад
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температур под конец процесса нагрева или охлаждения, найденные точным

аналитическим методом, опираясь на решение классической задачи тепло

проводности.
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(1)

Дислокациями в значительной мере определяются механические и электри

ческие свойства тел. Поэтому тело с внутренними несовершенствами типа

дислокаций стало в последние десятилетия объектом пристального изуче

ния. В данной работе с использованием уравнений макроскопической мо

дели электропроводного тела [1, 4] исследуются эффекты взаимосвязи ме

ханических и электрических явлений в электропроводном теле с краевой

дислокацией.

Равновесное состояние тела с заданным распределением дислокаций в

пренебрежении влиянием поля электрического потенциала на напряженно

деформированное состояние описывается системой уравнении [1, 4]
~ ~

Diva + О)Е = О,

с К
~ep - р - ер = ~ - е,

ео ео

Е = -gгаd'Ф,

ац = (к - --} о) ебlj + 2Gel/,

о) = рСер + ~Ke,

ер + 1jJ = const.

Здесь а, е - тензоры механических напряжений и упругих деформации;
е - первый инвариант тензора деформаций; о) - объемная плотность

электрических зарядов ; ер - отклонение электрического потенциала от его

значения ФО в нелеформируемом состоянии; Ё - вектор напряженности
электрического поля; О, К - модули сдвига и всестороннего сжатия; р 
плотность распределения масс; С - удельная электроемкость; 80 - диэлект

рическая проницаемость в вакууме; ~ - электрострикцнонный коэффициент

объемного расширения.
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