
для оптимального режима нагрева без учета ограничений (штр ихпункти р­

ные линии) и с учетом ограничений (сплошные) на температуру внешней

среды . Из приведенных графиков видно, что при заданной максимальной

температуре ТО с уменьшением величины допустимой темпер атуры ТОе внеш­

ней среды продолжительность нагрева и1 увеличивается. С увеличением

коэффициента теплоотдачи продолжительность нагрева уменьшается .
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Решения экстремальных задач термоупругости применительно к условиям

локал ьной термообработки цилиндрических оболочек, основанные на мини­

мизации функционала энерги и упругой деформации, при заданных ограни­

чения х на искомые функции в фиксированных сечениях рассмотрены в ра­

ботах [1, 3]. в настоящей работе для свободной на краях конечной и беско­

нечной цилиндрических оболочек проведены исследования решений экст­

ремальной задачи термоу п р угости для функционала энергии у п ругой

деформации оболочки в зависимости от выбора интегрального вида ограниче­

ний на температурное поле применительно к конкретным условиям локаль­

ного нагрева.

Постановка и решение экстремальной задачи. Рассмотрим задачу о

на хождении оптимальных (вызывающих минимальные температурные н а­

пряжения) постоянных по толщине осесимметричных температурных полей

Т (х) в свободной на краях цилиндрической оболочке радиуса R, толщины
2h и длины 2L. Энергию упругой деформации оболочки представим функ­

ционалом

/

К [шо , Т] = 'Л~:R2 I [ (ш;;) 2 + 4 (шо - aT)Z] dx, (1)
- /

заданным на множестве функций шо (х) = w ~X) , т (х), которые связаны

между собой разрешающим уравнением [4]

WБV (х) + 4 [шо (х) - аТ (х) ] = О . (2)

az aL
Здесь ш (х) - функция прогибов ; х = у; l = R ; Z - осевая координа-

та; Е - модуль у пругости ; а - коэффициент линейного температурного

расширения, at = 0,75 (1 - v2) нч:". v - коэффициент Пуассона; штри­
хом обозначено дифференцирование по х,
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Искомые оптимальные температурные поля-будем определять на' ос­

новании решения вариационной задачи о нахождении экстремалей функ­

ционала (1) на множестве функций шо (х), Т (х), удовлетворяющих YPiJ.B~-
нию (2), условиям свободного опирания краев -

ш~(+1)=0, ~~(+1)=0 (3)

и дополнительным ограничениям вида

1,

Фrn/ [Т] = Sхrn/т (х) dx - А':'/ = О, 11 -< 1, i = 1, п, (4)
-л,

соответствующим заданию моментных характеристик порядка т., где т/ ­
натуральные несовпадающие между собой числа; A~/ - система парамет­

ров, которая может быть использована, в частности, для удовлетворения

конкретным условиям локального нагрева в фиксированных сечениях обо­

лочки. Эта задача сводится [2] к нахождению экстремалей функиионала

К* [шо, Т, ArnJ = лЕ2:Ю i {(Ш~)2 + 4 (ceJo-аТ)2 + х (х) [w6V + 4 (шо -аТ)] +
-1

+tl '"Уm/ (хт/Т - Аm) [5+ (х + 11) - S+ (х -[1)]} dx (А':'/ = 211Аm) (5)

на множестве шо (х), Т (х) и Аm о, удовлетворяющем условиям (3). Здесь,
х (х), '"Ут/ - множители Лагранжа. о ~,

Пусть искомые оптимальные температурные поля должны удовлетво­

рять k условиям локального нагрева. Поэтому из п параметров Ат/ примем

k заданными, а остальные n - k - варьируемыми. Не умаляя общности,

будем считать заданными первые k параметров Aтi , В этом случае из ре-

шения сформулированной вариационной задачи приходим к следующей

системе уравнений для определения экстремальных решений:

w6V + 4 (шо - аТ) = О,

k

ШО - аТ = ~ "(тохт/ [5+ (х + 11) - 5+ (х -11)]' i = Т'k,
1=1 '

Ут/ = О, i = k + 1, п.

(6)

и граничным условиям

T//(+/)=O, T///(+/)=O при 11<1 (7)

(8)при [1 = [,

k

Т// (± 1) = ~ m/"(т , (+ [1)mг!
i=l L ,

и

k

Т'" (+ [) = ~ т, (т, - 1) "(т о (+ IJтг
2

;=1 t

которые в рассматриваемой задаче в соответствии со вторым из уравнений

(6) эквивалентны условиям свободного опирания краев (3).
Система уравнений (6) и граничные условия (7), (8) дают возможность

получить оптимальные температурные поля, соответствующие минимально­

му количеству ограничений (4), необходимому для удовлетворения условий

локального нагрева. При заданных k условиях локального нагрева опти­

мальные решения системы (6) будут зависеть от того, на каком семействе

экстремалей ( выбор параметров т;) ищется решение. Исследования опти­

мальных температурных полей и напряжений в зависимости от выбора се­

мейства экстремалей применительно к конкретным условиям локального

нагрева проведены на примерах свободной на краях конечной и бесконеч­

ной цилиндрической оболочек. ,/
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Свободная на краях конечная цилиндрическая оболочка. В качестве

условий локального нагрева области Iх I -<. l1 возьмем следующие:

Т (О) = ТО, Т' (О) = О, Т (+ l1) = О. (9)

Примем, что l1 = l. Ограничимся симметричными отпосительно централь­

ного сечения х = О решениями системы уравнений (6) . Полагая k = 2,
т, = 2 (i + по), получаем

аТ (х) = со + С]х2
-

2

" " [1 + х4 ] x 2(i+no)- LJ r
2
(i+

n
o) (2 (i + по) + 1) (2 (i + по) + 3) (i + ПО + 1) (i + ПО + 2) ,

;=1 . (10)
ШО (х) = со + С1х

2 -

X2(i+no+2)

(2 (i + По) + 1) (2 (i + по) + 3) (i + ПО + 1) (i + по + 2) ,

2

- ~ "Y2(i+no) --;;'"'""'"-c-----,.___.__~-;r;-~-__,__.,---;;-;--;-,......,__-___.__~~.,_______,,____;;:,.___
;= 1

0.5

":'--==.:'::::.:::::::.:---.

б/

о

бх/ЕrxТо, бв/ЕrxТоO)r---=--__

0,05

-0'05L-_----.J'--_--,!-,,,--_----L__---}

Т/То где СО, С1 , ')'2(i+no) - константы,
i,O определяемые из граничных условий

(3) и условий локального нагрева (9).
Численные исследования опти->

мальных температурных полей и на-

пряжений в зависимости от параметра

по проведены для оболочки с ~ = 100,

2L = R при v = 0,3. На рисунке

представлены оптимальные темпера­

турные поля Т (х), осевые ах и коль­

цевые а8 напряжения на внешней

(а;, at) и внутренней (ав, а; =
= - at) поверхностях оболочки для
nо= О (сплошные), по = 1 (штриховые)
и по = 2 (штрихпунктирные линии).

Из графиков видно, что с повышением

порядка моментных характеристик

температурного поля соответствую-

щие экстремальным решениям уровни

напряжений в зоне максимальных

Х/! температур понижаются.

Температурные напряжения а; (О), at (О) в сечении х = О на внешней
поверхности оболочки для более широкого диапазона изменения парамет-

ра по приведены в табл, 1. Напряжения а; (О), ав (О) в сечении х = О на

внутренней поверхности оболочки равны по величине и противоположны

по знаку соответствующим напряжениям на внешней поверхности (а; (О) =
= - аУ (О), ав (О) = -at (О».

Бесконечная цилиндрическая оболочка l -+ 00. Пусть заданы условия

(9) локального нагрева области I х I -<. l1 ' Симметричные относительно цент­

рального сечения х = О экстремальные решения системы уравнений (6)
при k = 4, т, = 2 (i + по) запишем в виде

х4 ]х2и+п.)
(2 (i + по) + 1) (2 (i + по) + 3) (i + ПО + 1) (1 + ПО + 2) (11)

при Ixl-<.ll'
<.е!о (х) = со + C1X

2
-

4

- ~ ')'2Нпо) [1 + ---;-;,.--;:----,--------;--:---;-:-=c;:--;---,---,,____;;:,..---;:----:----;--;7""";~~____;_____m­
i = ]
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при Iх] <. [1'

(12)

х2и+nо+2}

(2 (i +- по) +- 1) (2 ( i +- по) +- 3) (i +- по +- 1) (i +- по +- 2)

аТ (х) = О , W o (х) = О при Iх1>- [1'

4

- 2: 'Y2(i+no) ----:~,.--;------:----:----;:-...,-;:-.,..,.------:----:...,......,;,;---:----:----:-:-----:----:-,.......",-­
i=l

Т а б л и ц а

Температурные
по

напряжения

-1 О 2 3 5

а; (о)
0,1183 0,0976 0,0896 0,0842 0,0795 0,0751 0,0707 0,0370

е-а;

at (O)
0,0418 0,0293 0,0269 0,0253 I0,0238 I 0,0225 0,0212 0,0110

ЕаТо

Параметры СО , С1 , 1' 2(i+no) определяются из условий локального нагрева

(9) и следующих уравнений:

li(i+ n.+2)

(2 (i +- по) + 1) (2 (i + по) + 3) (i -+ по + 1) (i + по + 2)

4

Со + C1l; - ~ 'У2Нn,) ----:r;-;-:-:----;-~__;_;_=-:-;--;--;--;"_=__;_:_.,_______:,______;_::_;_:___,___-.,.......,,~ = О,
i = !

(13)
l~(i+no+IJ

(2 (i + по) + 1) (i + по + 1)

1

С1 - ~ 'У2и+n.) -,."...,.----:------:----,-,---,-,--,------:----:- = О,
i= 1

4 l(2(i+n.)+З)

С1 [1 - i~ 'У2Нnо) (2 (i + по) + 1) (2
1

(i + по) +3) (i +- по + 1) = О,

Та блица 2

Температурные

напряжения

- 1 о 3 5

at(O)

ЕаТо

at(O)

~

0,4391

0,1317

0,2635

0,0790

0,2049

0,0615

0,1757

0,0527

0,1581

0,0474

0,1464

0,0439

0,1379

0,0413

Исследования оптимальных температурных напряжений в сечении

х = О в зави симости от порядка моментных характеристик (параметр а по)

температурного поля проводились для оболочки с : = 100, v = 0,3 при

211 = а . Напряжения а:;!- (О) , at (О) дЛЯ ПО = - ц приведены в табл. 2,
и з которой видно, что, как и для случая оболочки конечной длины, с уве­

личением параметра по, хар актеризующего порядок исходных моментных

характеристик температурного поля, уровни температурных напряжений

в центральном сечении понижаются.
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Применительно к деталям теплоэнергооборудования задача определения

оптимального нестационарного температурного режима, обеспечивающего

на всем протяжении переходного процесса в расчетных точках детали за­

данные предельно допустимые температурные напряжения, привела к по­

становке и решению так называемых оптимальных нестационарных задач

теплопроводности [3, 4]. Оптимальный температурный режим для цилинд­

ра Т (р, Fo), как и всякое нестационарное температурное поле, должен удов­

летворять уравнению теплопроводности

д2Т 1 дТ дТ

apz +рдР = д Fo ' О)

граничным условиям, например, третьего рода

дТ (~~ Fo) _ Bi1 [Т (k, Fo) - 11(Fo)] = О,

дТ (~~ Fo) + в., [Т (1, Fo) - 12(Fo)] = ()

и начальному условию

Т (р, О) = t (р).

(2)

(3)

(4)

Здесь р = ~2 - текущий безразмерный радиус цилиндра; k = ~~ ~ отно-

F ат о Ф
шение внутреннего радиуса к наружному; 0 = - 2 - критерии урье;

R2

а - коэффициент температуропроводности; Вi1 = _a;,R2
, Bi2 = a~R2 - кри­

терии Био на внутренней и наружной поверхностях цилиндра; 0:1' 0:2­

коэффициенты теплоотдачи; 'А - коэффициент теплопроводности; t1 (Fo)
и t2 (Fo) - температура среды ВНУТрИ цилиндра и снаружи.

Кроме того, оптимальный температурный режим должен обеспечи­

вать на всем протяжении переходного процесса заданные допустимые тем­

пературные напряжения на одной из поверхностей цилиндра, т. е. должен

удовлетворять одному из условий, которые можно записать в следующем

виде [1 , 3, 4]:

30

1

1 2 k2 I рТ (р , Fo) dp-о-с] ) Т (k, Fo) = Ь1 ,
k

1

1 2 k2 J pT (p, Fo)dp-(1- с2)Т (I, Fo)=b2 ,

k

(5)

(6)
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