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ОПТИМИЗАЦИЯ УСЛОВИй НАГРЕВА СФЕРИЧЕСКОй ОБОЛОЧКИ

ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ТЕМПЕРАТУРУ ВНЕШНЕЙ СРЕДЫ

Решение рассматриваемой задачи при отсутствии ограничений на измене

ние температуры внешней среды получено в работах [1-3]. В настоящей

работе исследуется тонкостенная теплоизолированная на внутренней по

верхности замкнутая сферическая оболочка радиуса R и постоянной тол

щины 2h. На внешней поверхности оболочки осуществляется конвективный

теплообмен со средой по закону Ньютона. Начальная температура оболоч

ки постоянна и равна температуре внешней среды.

Распределение по толщине оболочки нестационарного температурного

поля в произвольный момент времени представим кубическим законом [1]

1 ("12 I ) dT у ("12 1 ) dT* У
t(Y'U)=T fi2-ЗdU+2h 31!~ - 5 ~ +T T* + T, О)

где у - координата по толщине оболочки, отсчитываемая от срединной по-

т -2 фф
верхности; u = ---Т-h2 • а - коэ ициент температуропроводности; '"(; -

а ,
время; Т, Т* - усредненная температура и температурный момент, кото

рые должны удовлетворять следующей системе уравнений :

+(4+ Bi) ddu* + 2(1 + 2~i )Т*+ вгг ь вп-,

dT 2 .п; Т - О
ClU-5~- *- .

Здесь te - температура внешней среды; Bi - безразмерный коэффициент

Био. При этом температура отсчитывается от своего начального значения.

Учитывая нулевые начальные условия для функции t (у, и), на основа

нии закона (1) получаем начальные условия для Т и Т*:

Т (О) _- О dT (О) -_ О Т (О) О dT* (О) = О.
'dи ,* =, du

При отсутствии внешнего силового нагружения напряженное состояние

оболочки характеризуется меридиональными а• и кольцевыми ов напряже

ниями, которые определяются по формулам [4]
Ещ

а• = ав = а = ---т=v (Т - t), (4)

где r:t.t - коэффициент линейного температурного расширения; Е - мо

дуль упругости; v - коэффициент Пуассона.

Рассмотрим задачу об определении оптимального по напряжениям

режима нагрева по толщине сферической оболочки при следующих ограни"

чениях на изменение температуры tc внешней среды, t+ внешней поверх

ности оболочки и напряжений а+ на этой поверхности:
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а) функции t! (и) и t+ (и) для О <;: и <- ll1 неотрицательны и ограниче-

ны значениями Тае и То соответственно, т. е. .

0 -<: 1" (и) -<: Тае, 0-<: t+ (и) -<: То для О -<: и -<: ll1; (5)

б) функции t+ (и) подчинена системе функциональных условий вида

и,

Su1t+ (u)du = Аl (i = О, 1, 2, ... , n).
о

(6)

Здесь А{ - некоторые постоянные; III - продолжительность режима на

грева;

в) температурные напряжения а+ на внешней поверхности оболочки

изменяются в заданных пределах

~<~-<:~, т

где ad- -<: о, 0;:>- О.

При определении оптимальных режимов нагрева будем исходить из

условия минимизации функционала энергии упругой деформации оболочки

где

и,

М = А ~ Р(и, Т*, d~* )dll,
о

(8)

F =_1_1 (dT. )2 +~T dT* +~T2.
35 du 3 * du 3',

(10)

Используя методику, изложенную в работе [П, учитывая условия

(5) - (7), выражение (1) и уравнения (2), с помощью множителей Лагран

жа приходим к задаче о минимивации следующего функционала:

и,

М* = А r{_I_I (dT.)2 +~Т dT* +~ Т2 + ~ ( )[_1 dT. +~Т +j 35 du 3 '* du 3' J'l,l и 5 du 3 '*
о

(l-v) (а+ -aih ( а+ +at )]+ 2E~I sin <Pl~ (и) + a~ _ at + Л2 (и) Х

[
1 dT 4 т . 1

х '"5 d: + тТ,* + Т -+(1 + sш<рt(и» +

+лз(и) [+(4+ Вi) d~. +2(1 + 2:i )T*+BiT-

- Bi[oc (1 + sin<pf(ll»] +л4 (и) (~~ -f d:: -Т*) +

+ ~o to ЛiQи{ (1 + sin <Pt (и»} du. (9)

Здесь в соответствии с условиями (5) - (7) использованы представления

t" = Т;с (1 + sin <pf (и», '+ = ~o (l + sin (Pt (и»,

а+-а+( а++а+)а+ =' о sin <р+ (и) +. О;
2 11 а+-а+• о

Л, (и), ЛiQ - множители Лагранжа.
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(11)

Из необходимого условия экстремума функционала (9) вытекают сле
дующие уравнения Эйлера:

d
2T*

_ 28?0 Т + _7_ [dЛ1 + d'),,2 + (4 + Bi) dлз + 35 dl·4 _

du2 33 * 22 аи du du 22 аи

70 35 ( 2 Bi ) 175- 3з (~ + "J - -1-1 1 + -3- Аз - ---;ц- А4 = О,

аЛ4 + 2 вi ~ + -2. ~ = о ~ + оdu 5 1\з 5 1\2 ,1"1 cos eP11 = ,

("'2- 1: Aioti ) cos cpt = о, "3 cos epf = О. '
,=0

Система уравнений (11) вместе с условиями (5) - (7) и уравнениями (2)
определяет искомые функции Т, Т*, ept, ер ?, cpt и множители Лагран жа

"'; (и), "'ю .
Применим полученное выше решение экстремальной задачи для опре

деления оптимального режима нагрева при следующих условиях. Пусть

температура ,+ внешней повер хности оболочки равна нулю в начальный

момент времени и = О, а при и = и1 ,+ достигает своего максимального
значен ия ТО, т. е.

t+ (О) = О, ,+ (u1) = то, dl:~Ul) = О, 0< ,+(и) < То для 0< U < и1 . (12)

Необходимо найти такой оптимальный режим нагрева '+, при котором тем
пература f внешней среды не превышает заданного значения ТОе, т. е.

{ .<ТОе. (13)

При определении искомого оптимального режима нагрева исходным

является решение (11) экстремальной задачи без учета ограничений на тем

пературы .г, ,+ и напряжения а+. В этом случае в системе уравненийЭйле
ра (11) необходимо положить

n

х, = О, А2 = ~ A;oui , Аз = О.
;= 0

(14)

(18)

(17)

(16)

(15)

Решая систему ур а внен ий (11) и учитывая выражения (1), у р авнен ия

(2) и формулу (4), находим

Т 7' [с ku + С - ku г, '),,*1 2 + ( 2.' + С ') + С ]= о lqle 2q2e -, 2 и "'5 Л*l *1 и а г .

Т* = ТО (C1ekU + C2e- ku + " *1и + С*l)'

'
е Т [с Р ku I С Р -ku '),,*1 2 + ( 2 (15 + I ЗВi) ~ + С ) += о 1 1е т 2 2е + -2- и 15Bi 1\*1 * 1 а ,

4 -1- Bi 2 (3 + 2Bi) С ]+ 5Bi Л*l + 3 Bi *1 + С3 ,

'+= То [С1qзеkU + C2q4e-kU + Л;l и2 + ( ~~ А*l + C*l) и +
/'*1 4 С + с]+-5-+ З :Н а г-

л, __ ЕщТо (С ku + С -ku...L 4/'*1 + л'*1 + --±... С )
а, _ . 1 _ 'v 1q5e 2qoe I 3 и 5 3 *1,

где

1 ( 1 V33 )q1,2 = 5 2 + "4 7;

__1_(~± 593 ).
qЗ.4 - 5 3 41/231'

р _ + (4 -1- Bi) k + 2 (3 -1- 2Вi) .
1.2 - ql.2 - 5Bi 3Bi'

(
1 V7\ 2 2800

qS.б = 4 3 ± 33); k = ----зз ;
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Рис. ]

С/, C*I, Л*J - произвольные постоянные, которые определяются из условий

Т (О) = Т* (О) = О, dTdu(O) = О, t+ (ио) = то, dt:~Uo) = О. (19)

Здесь иО (О < ио < И1)- некоторое фиксированное значение и.

Если при заданном параметре ио температура [+ для О < и < ио мень-
л,

ше своего допустимого значения ТО, а при и = ио {' = ТО, температура {с
и напряжения 0+ в этом интервале не превышают свои х допустимых зна

чений, то выражения (16), (17) дЛЯ {С , [+ являются решением задачи.
При этом продолжительность нагрева И1 = Ио '

t '/Тo,l1Тo оlЕа/То t7Т;,t 1То

[
./

!' Bi=O)
{
С

m=[б

Если при некотором значении и = ИО1 (ИО1 < ио) температура {С до

стигает своего допустимого значения Тае, а при и > иО1 f > Тае, при этом

для О -< и -< ИО1 (f- < ТО и напряжения а+ меньше своих допустимых зна
чений, то в этом случае из анализа системы уравнений (11) и представлений

(10) следует, что, начиная с момента и = ио1 • t" = Тае, а выражения для Т

и Т* определяются из системы уравнений (2) .
Определив из системы уравнений (2) при {С = ТОС выражения для Т

и Т*, по формулам (1) и (4) можно последовател ьно найти t и а. При этом t+
запишется в виде

(20)
где

1 (·v 2 2 2 )bl •2 = + 2n
2

(n1 + 5 ) - 4n2 + n1 + 5 ;

- 2 (1 2Bi ) . _] (4 л, В ') ,n1 - вi + - 3- , n2 - 6Bi I 1,

4 ( 1 'Р, •.2. = j - n 1+ bl.2 D - n 2) '

Произвольные постоянные С11 , С22 определяются из условий непрерыв

ности температурного поля (1) при и = иО1 •

Пусть для и > иО1 t+ при и = ИО2 достигает значения То, а напряже
ния а+ для, Uol -< И -< ИО2 не превышают допустимых знач ений. Тогда и =
= ИО2 И представляет собой продолжительность искомого режима нагрева.

При числовом анализе полученного оптимального решения принима-

Тае .
лось ио = 10; v = 0,3; т = ---г- = 1,4; 1,6; В! = 0,3; 0,5.

. . о

На рис. 1, 2 показано изменение во времени температуры f внешней

среды, температуры [+ и напряжений а+ на внешней поверхности оболочки
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для оптимального режима нагрева без учета ограничений (штр ихпункти р

ные линии) и с учетом ограничений (сплошные) на температуру внешней

среды . Из приведенных графиков видно, что при заданной максимальной

температуре ТО с уменьшением величины допустимой темпер атуры ТОе внеш

ней среды продолжительность нагрева и1 увеличивается. С увеличением

коэффициента теплоотдачи продолжительность нагрева уменьшается .
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Решения экстремальных задач термоупругости применительно к условиям

локал ьной термообработки цилиндрических оболочек, основанные на мини

мизации функционала энерги и упругой деформации, при заданных ограни

чения х на искомые функции в фиксированных сечениях рассмотрены в ра

ботах [1, 3]. в настоящей работе для свободной на краях конечной и беско

нечной цилиндрических оболочек проведены исследования решений экст

ремальной задачи термоу п р угости для функционала энергии у п ругой

деформации оболочки в зависимости от выбора интегрального вида ограниче

ний на температурное поле применительно к конкретным условиям локаль

ного нагрева.

Постановка и решение экстремальной задачи. Рассмотрим задачу о

на хождении оптимальных (вызывающих минимальные температурные н а

пряжения) постоянных по толщине осесимметричных температурных полей

Т (х) в свободной на краях цилиндрической оболочке радиуса R, толщины
2h и длины 2L. Энергию упругой деформации оболочки представим функ

ционалом

/

К [шо , Т] = 'Л~:R2 I [ (ш;;) 2 + 4 (шо - aT)Z] dx, (1)
- /

заданным на множестве функций шо (х) = w ~X) , т (х), которые связаны

между собой разрешающим уравнением [4]

WБV (х) + 4 [шо (х) - аТ (х) ] = О . (2)

az aL
Здесь ш (х) - функция прогибов ; х = у; l = R ; Z - осевая координа-

та; Е - модуль у пругости ; а - коэффициент линейного температурного

расширения, at = 0,75 (1 - v2) нч:". v - коэффициент Пуассона; штри
хом обозначено дифференцирование по х,
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