
они имеют минимум. для рассматриваемых значений физических парамет

ров резонансные прогибы изотропной оболочки [5] меньше, чем для транс

версально-изотропной и ортотрапной соответственно.

Поскольку рассеяние энергии для тонких оболочек обусловлено необ

ратимыми тепловыми потоками в основном через их поверхности, то, как

видно из рис. 4, увеличение теплоотдачи приводит к уменьшению затуха

ния колебательного процесса [2]. Следовательно, подбором материала обо

лочки и ее толщины можно регулировать величину резонансных амплитуд.
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Пусть в анизотропном теле, которое занимает объем V, ограниченный по

верхностью 5 = 51 + 52' заданы помимо объемных сил Х компоненты ец
тензора несовместных деформаций [2, 3, 6] как функции координат Xf • Рас

смотримфункционал

J = J{Э - аif [(eii - e~j) - +("УР; + Y'pj)] - XPi} dV -

- {' Р·И аз - 5(И · - U.) онп ·d5 (1)1 ' , '] '] ' ,
51 52

где

(2)

- упругий потенциал анизотропного тела; ец - компоненты тензора сов

местных деформаций; C1j kl - тензор упругих характеристик; СУ!! - ком

поненты тензор а напряжений; У'! = д/дх;; И1 - компоненты вектора сме-

щения ; и{ - граничные их значения на части повер хности 5 2; Р! - извест-
. -

ные на 51 компоненты поверхностных усилий; п - внешняя нормаль к

поверхности 5 .
Относительно функционала (1) спр аведлива такая теорема [1].
Теорема. Вариационное уравнение БJ = О содержит в качестве уравне

ний Эйлера полную систему уравнений теории упругости для тел с несов

местными деформациями, а в качестве естественных (эйлеровых) гранич

ных условий - смешанные краевые условия на 51 и 52'

2* 19



В самом деле, варьируя функционал (1) по всем функциональным-ар
гументам, независимость которых предполагается, учитывая свойство ком

мутативности б\7о; = '\lо;б, используя затем теорему Гаусса - Остроград

ского и группируя члены при одноименных вариациях, получаем

OJ = J{( ~~j - aij) беij - [(ец -e~j) - -}- (\7Pj -+- \7Рд1баij-+-
v

-+- -}-aij (б\7iИj -+- б\7Рд - ХiБИI} dV - j РiБИid5-
5 , •

- j (И, - И,) баijПid5 - j аijпiБИjd5. (3)

52 52

Приравнивая равенство (3) нулю, в силу независимости вариаций получаем

соотношения закона Гука, соотношения типа Коши, уравнения равнове

сия, а также статические и геометрические условия на частях 51 и 52 по

верхности 5.
Таким образом, из всех возможных напряженно-деформированныхсо

стояний тела истинным будет то, при котором функционал (1) имеет ста

ционарное значение. Сформулированная экстремальная задача соответст

вует наиболее общему вариационному принципу теории упругости, распро

страненному на случай наличия в теле несовместных деформаций. Этот

принцип может быть использован для построения замкнутой системы урав

нений теории податливых на сдвиг слоистых анизотропных оболочек с за

данным тензором несовместных деформаций.

Рассмотрим выполненную из анизотропного материала оболочку тол

щины 2h, срединная поверхность которой отнесена к ортогональным коор

динатам а1 , а2 ; координату вдоль нормали к срединной поверхности обо

значим через аз. Разложив компоненты Иl вектора смещений в ряд по аз

в окрестности произвольной точки срединной поверхности аз = О и огра

ничившись в этих разложениях первыми двумя членами с учетом предпо

сылок о тонкостенности оболочки, найдем

Иj = uj -+- азу, (1- бзj) , (4)

где и, - смещения точки срединной поверхности; У, - углы поворота нор

мали ~ к поверхности 5; бkj - символ Кронекера. Подставляя формулу
(4) в (1) и интегрируя по аз, получаем ОСНОВНОЙ функционал линейной тео

рии типа Тимошенко [7] для упругих слоистых анизотропных оболочек

с несовместными деформациями e~j:

Jo = } {эо - To;~ [(80;~ - 8~~) - -}- (\7jЗИО; -- \7о;Щ - 2Ьо;~Uз)]-

- No; [(80;3 - 8~з) - ('1'0; + bO;fJu~ + \7о;uз) ] -

- Ма13 [("'o;~ - "'~~) - -}- (\70;'1'13+ \713'1'0;)J- (go;uo; -+- rnаУа -+- qзuз)} аз -

- ~ (Т'аио; -+- Ма'\'а -+-NзUз) dC - 5[Тa~ (ио; - иа) -+- Ma~ (Уа - Уа) +
С, С ,

+ N a (uз - из)] n~dC. (5)

Здесь Тa13 , Nа, Ma~ - компоненты продольных и поперечных сил и 1\10-
О О

ментов; qa, та - компоненты внешних сил и моментов; 8сф, "'Щ3, 8а(3 , "'al3 -
приведеиные к срединной поверхности компоненты тензоров совместной и

несовместной деформаций; Та, Nз, Мо; и й; Уа - заданные на С1 и С2
компоненты векторов обобщенных усилий и перемещений; ba~ - тензор
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второй квадратичной формы срединной поверхности;

h

ЭО = iЭ (1 + k1аз) (1 + k2аз) dаз
- h

(6)

(8)

(7)

(12)

- упругий потенциал оболочки; k1 и k2 - главные кривизны ее срединной

поверхности.

Относительно функционала Jo справедлива аналогичная сформулиро

ванной выше для J теорема.

Теорема. Уравнение БJо = О содержит в качестве уравнений Эйлера

полную сиетеми уравнений теории податливых на сдвиг слоистых анизо

тропных оболочек с остаточными несовместными деформациями, а в качест

ве естественных (эйлеровых) граничных условий - смешанные условия на

краю оболочки.

Варьируя J о по всем предполагаемым независимым функциональным

аргументам, получаем а) уравнения равновесия

VaTa[3- ba.r;,Nc;t + qf) = О, Va.M a13 -Nr;, + mf3 = О,

V'aNa + baf3Ta[3 + qз = О;

б) соотношения типа Коши

.€a{'> = +(У'аЩ3 + V' /3иа - 2Ьа f3uз) + 8~/3, Ха/3 = -}- (Va,\,f3 + Vf3'\'a) + x~f3'

ВаЗ = Уа + bar;,Uf3 + V'аUз + 8~;

в) соотношения закона Гука

Т оэ; М гэ, N
a

= дЗа (9)
af3 = -де ' af3 = -а--' д

a f3 xaf3 eaf3

г) статически е и геометрические условия

T a f1na = 1'13, Ма[3nа = М{'>, N a.na = N на С1 , иа = иа , '\'а = '\'а на С2 • (10)

Недостающие соотношения неразрывности деформаций можно полу

чить из аналога принципа Кастилиано [5], который вытекает из сформу

- лированной теоремы . Опуская выкладки, записываем

VаСа"Сf3б !-t"б + ba f3ca f3 1'] f3 = О, Vaca 131'] /3 - Ьа[3са"С/3 б !-t"б = О,
(11)

V'аСа"Сr;, б (в,,6 - BZ6) - Сщ31'] В = О,

где

1
flal3 = 7<а/3 - 7<~13 - 2'""" [У'а (Вf3 З - 8~) + v13 (ВаЗ - B~)J,

1'] 13 =~f3 + ca"bf3" (ВаЗ - 8~) ,

причем Са/3 - компоненты дискриминантного тензора.

Сформулированная вариационная теорема соответствует наиболее об

щему вариационному принципу линейной теории податливых на сдвиг

слоистых анизотропных оболочек с остаточными песовместными деформа

циями. Из этой теоремы легко вывести другие вариационные принципы,

.например аналоги принципов Лагранжа, Райссиера и так называемы й

принцип граничных условий [4, 5].
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ОПТИМИЗАЦИЯ УСЛОВИй НАГРЕВА СФЕРИЧЕСКОй ОБОЛОЧКИ

ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА ТЕМПЕРАТУРУ ВНЕШНЕЙ СРЕДЫ

Решение рассматриваемой задачи при отсутствии ограничений на измене

ние температуры внешней среды получено в работах [1-3]. В настоящей

работе исследуется тонкостенная теплоизолированная на внутренней по

верхности замкнутая сферическая оболочка радиуса R и постоянной тол

щины 2h. На внешней поверхности оболочки осуществляется конвективный

теплообмен со средой по закону Ньютона. Начальная температура оболоч

ки постоянна и равна температуре внешней среды.

Распределение по толщине оболочки нестационарного температурного

поля в произвольный момент времени представим кубическим законом [1]

1 ("12 I ) dT у ("12 1 ) dT* У
t(Y'U)=T fi2-ЗdU+2h 31!~ - 5 ~ +T T* + T, О)

где у - координата по толщине оболочки, отсчитываемая от срединной по-

т -2 фф
верхности; u = ---Т-h2 • а - коэ ициент температуропроводности; '"(; -

а ,
время; Т, Т* - усредненная температура и температурный момент, кото

рые должны удовлетворять следующей системе уравнений :

+(4+ Bi) ddu* + 2(1 + 2~i )Т*+ вгг ь вп-,

dT 2 .п; Т - О
ClU-5~- *- .

Здесь te - температура внешней среды; Bi - безразмерный коэффициент

Био. При этом температура отсчитывается от своего начального значения.

Учитывая нулевые начальные условия для функции t (у, и), на основа

нии закона (1) получаем начальные условия для Т и Т*:

Т (О) _- О dT (О) -_ О Т (О) О dT* (О) = О.
'dи ,* =, du

При отсутствии внешнего силового нагружения напряженное состояние

оболочки характеризуется меридиональными а• и кольцевыми ов напряже

ниями, которые определяются по формулам [4]
Ещ

а• = ав = а = ---т=v (Т - t), (4)

где r:t.t - коэффициент линейного температурного расширения; Е - мо

дуль упругости; v - коэффициент Пуассона.

Рассмотрим задачу об определении оптимального по напряжениям

режима нагрева по толщине сферической оболочки при следующих ограни"

чениях на изменение температуры tc внешней среды, t+ внешней поверх

ности оболочки и напряжений а+ на этой поверхности:
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