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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧ

ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛА С ТРЕЩИНАМИ

Рассмотрим бесконечную упругую среду, ослабленную N дискообрвэными

трещинами . радиусов аn , имеющими общую ось симметрии, на поверхно

стях Sn которых кроме внешних осесимметричных усилий заданы проиэ

вольные осесимметричные граничные условия на температуру. Выберем

локальные декартовые системы координат O~xyг" С началом в центрах

n-х трещин и . координатной плоскостыо .оnху, совпадающей с плоскостью

расположения трещин. Обозначим через dnk расстояние между центрами

n-й и k-й трещин, а через ekn - косинусы углов между осью 0kZk и векто

рами', соединяющимицентры k-й и n-й трещин (ekn = +1, если п-я трещина

находится соответственновыше или ниже k~Й). При таком выборекоординат

между Zk и г" существует зависимость Zk = ekndkn + г". .
Убывающее на бесконечности стационарное температурное поле в

теле с трещинами описывается функцией Т (х, у, гn), которую в n-й декар

товой системе координат можно представить в виде [1] .
N

Т (х, у, гn) = ~ II[~k (~ 1]) + I'k (~, n) д~" (-})] ~dl1,
1<=1 Sk

где R = [(х - ~)2 + (у - У])2 + (ekndkn + г,,)2']'/'; I1k (~, У]) И I'k~' n) - неиз
вестные плотности потенциалов простого и двойного слоев. Функция

т (х, у, гn) должна удовлетворять уравнению Лапласа и одному из гранич-

ных условий на поверхностях s;; и s; трещин:

Т± ( О) t± ( ) дТ± (х, У, О) ± ( )
х, у, = n г; = =+= qn г;azn

дТ+ (х, у, О) ат- (х, у, О) л дТ± (х, у, О) _ h (т+ т-) - f ()
дZ" дZ" . az" t - . - n r ,

(х, у) Е S'" г2 = х2 + у2 (n = 1, N).

Здесь t;, q; и fn - заданные значения температуры и тепловых потоков на
поверхностях n-й трещины; ht - теплопроницаемостъ трещин [3]; л - коэф

фициент теплопроводности; индексами «+» и «-» обозначены значеНИd

соответствующихвеличин на верхней s;t (г" -+ + О) и нижней s; (г" -+ - О)
поверхностях трещин. Величины q;t и q; будем считать отрицательными,
если векторы соответствующих тепловых потоков имеют направление внеш

них нормалей к поверхностям s;t и S;. . о'
В осесимметричном случае все неизвестные функции, входящие в Bbi: .

ражение (1), не зависят от угловой координаты. Тогда между потенциалом

простого слоя и интегралом Ханнеля существует зависимость

саIi ~k (;. 1])d;df] = 2 (' Qk~) e-;/zkl /0 (И~. (3)
Sk V (х - t )2+ (у - 1])2 +zk J

Учитывая соотношения (1), (3) и удовлетворяя граничным условиям

(2). получаем интегральные уравнения осесимметричных задач теплопро-
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водности для определения f-tk и Yk:

~ r[ 1 - 6nk ] -'€,dkn r,; + г;
.... j Qk (~) - 4n ekn~rk (;) е [о (И ~ = 4n
k=1 о

f I~2 [гk (~) - 1~n~nk eknQk (~)] e-'€,dknJо (~г) d~ = q;.: q;; (4)
k=J о

N ak 00

2~t Уn (г) + ~ ~ PYk (р) dp ~ ~2Г6dknJо (~p) [о (~г) ~ ~ t~n~ ,
k=1 О О

где r < аn; бkn - символ Кронекера; неизвестные функции Qk (~) И Гk (s)
определяются через f-tk и Yk соотношениями

a
k

о, (~) = JPf-tk (Р) 10 ~p) dp,
о

a
k

r k @ = JPYk (р) [о (~p) dp~
о

(5)

При решении первого из уравнений (4) необходимо положить ' .Yk=
= t"k - е, а при решении второго положить f-tk = q'; + q"k.

Из интегральных уравнений (4) можно получить ряд частных случаев.

Из них непосредственно следуют интегральные уравнения задач теплопро

водности для случая двух дискообразных трещин, полученные иным спо

собом В работе [4]. ЕСли бесконечное тело ослаблено периодической систе-:

мой дискообразных трещин одинаковых радиусов а, расстояние между ко-
. - k= + oo . .

торыми равно h, то уравнения (4) с учетом равенства ~ e--5!klh •. cth ~
k= -c>o

преобразу~тся к виду

(6)

а с>о

, ~' У (г) + ~ РУ (р) dP '~ ~2 cth ~: 10 ~p) 10 (И d~ = ~~(.

Отметим, что интегральные уравнения (4) и (6) в силу зависимостей (5)
МОЖНО привести к интегральным уравнениям Фредгольма ' второго рода,

если воспользоваться равенством

a
k

a
k

Р" Ю = 5PPk (р) 10 (~p) dp = 51t (Р) cos ~pdp, ' (7) .
n О

где

2 (~
1t (р) = n j ---;'=======-

р

Если температурное поле в теле с трещинами, на поверхностях которых

заданы _внешние усилия, описывается функцией (1). то термеупругое со-

стояние тела определяется через функции alk (~, '11) (i = ~; k = 1, N),
которые удовлетворяют: системе двумерных сингулярных интегральных

~



где ао = at (1 + v), v - коэффициент Пуассона, at - коэффициент ли

нейного теплового расширения;

(9)

в осесимметричном случае внешние усилия N1n И N2n должны быть

такими, чтобы N 1n (х, у) cos 8 +N2n (х, у) sin~ = Тп (г), Nзп (х, у)= Nзп (г),

NI~ (х, y)sin 8 - N2n (х, у) cos8 = О, гдег, 8-полярныекоординаты. Из

третьего уравнения (8) следует, что в осесимметричном случае аЗk иее, =
aa1k aa2k . ... .

. = дг + (JТj не зависят от - угловой координаты 8. Если учесть, что

. ' aal k

'trв == О, то из пер~?го и второго ".уравнений (8) получим, что . д1]-
. дa2k ' . "
- щ = О. Поэтому интегральные уравнения (8) в осесимметричном слу-

чае с учетом соотношений (3) можно представить . в виде

N со

~ ~ [(1+ ~dkn) ~2Nk ""'":" aoQJ --,- ekndkn~2 Х
k=l О

(10)

N 00 . . . .

~ I ~ [(1 - ~dkJl) (~Mk - aorJ+ ekndkn (~2N/l- aoQJ] Х
k=l О .

-~dk 1 " ) '/1: 1- v т I l ' --Х е n ~ (~г ""'" =- 2лИ n (г), r < ап (п . 1, N),

где функции N k (~) И M k (s) определяются через аЗk и ak соотношениями

ak a
k

н, ® = 5разk (р) 10 (~p) dp, M k (~) = +5pak (р) lo .(~p) dp. (11)
о о

В случае периодических задач термоупругости, когда все трещины на
ходятся в одинаковых условиях, легко получить . интегральные уравнения
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j [s'N ® -а,Q (Ю] (cth ~ . + 2",;зйJ 1,(И d<~- ''''G' N (г), (12)

rs[SM(S)-ССоГ(S)] (cth ~ - :h~h)!l(Иd~=- ]2ЛGV Т (г), п «;«,
J 2sh - .
о 2

где N (г) и Т (г) - заданные на поверхностях трещин нормальные и каса

тельные усилия.

Рассмотрим пример. Пусть бесконечное тело ослаблено периодической

системой дискообразных термоизолированных трещин и находится под дей

ствием однородного теплового потока q, перпендикулярного трещинам.

Наличие трещин вызовет возмущение заданного температурного поля,

которое согласно выражению (1) описывается функцией

' . k=+oo 00 •

Т (г, z) = - 2:11 ~ 5ssign Zkr (6je-6IZkl!o (~г) d~,
k=-ooo

где Zk = kh + г, h - расстояние между трещинами; неизвестная функция

r (s) определяется из интегрального уравнения

5S2r (s)cth ~: !о(И ds= iл ' п«:«.
о .

(13)

Напряжения в теле с трещинами, обусловленные температурой возму

щения Т (г, г), определяются согласно формулам (11), (12) через функцию

М (N = О, так как Q(s) = О), которая удовлетворяет уравнению

""5~[sм(S)-ссоГ(S)](сth ~: - ' ~h ~h ) !l (И ds = О, г<а. .· (14)
. 2sh2 - .

О . . .2 .

Если в интегральных уравнениях (13) и (14) ввести в рассмотрение вместо

Г Ш и МШ функции ~ (Т]) и т (Т]) по формулам .

(16)

(15)
. а .

1 5 .
м (S) = y~ о т (rU 1"1 (1;, rU фj,

а

Г Ю .-+5~ (Т]) sin sТ]ф],
о

то легко Г: О.1 УЧИТЬ интегральные уравнения Фредгольма второго рода .для

определення р ("1 ) и т (Т]) аналогично работе [4].
в мехаявке хрупкого разрушения важную роль играют коэффициенты

интенснввосга напряжений. для рассматриваемой задачи k1 = О, а k2

определяется через функцию т (Т]) по формуле

P-t = - Ет (a)/V2a (1 - "),

где Е - :>ЮДУ.1Ь упругости; \. - коэффициент Пуассона. После подстанов
ЮI в формулу (16) значения т (а), найденного из приближенного решения

уравнений (14) и (15), получаем

~ = koo [1 ........ 0,3860е 3 -:- О,4685еЬ -т 0,046786+ 0(87)], (17)

где koo = cc/iqa'/'/[3:11 (1- v)], е = 2ailz. Из анализа формулы (17) следует,
что при h > 6а трещины практически не влияют друг на друга.
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УСЛОВИЯ ТЕПЛООБМЕНА НА ПОДКРЕПЛЕННОМ КРАЕ

многоспоянои ОБОЛОЧКИ

(5)

(6)

(4)

(3)

в ряде приложений, например при определении напряженно-деформирован

ного состояния многослойных оболочек, достаточно знать усредненные по

толщине 20• i-ro слоя характеристики температурного поля ti этого слоя 
среднее значение температуры Т, и температурный аналог изгибающего

момента 8,:
6! д( .

Т• = 2~' I tidYi, 8• =--;.. I tiYidYi' (1)
'-~ ~-~ .

в работах [1,2, 4] получены дифференциальные уравнения дЛЯ ,Т• и 8i;
при этом соответствующие краевые условия сформулированы для случая,

когда на торцевых поверхностях каждого из слоев теплообмен с окружаю

щей средой осуществляется согласно закону Ньютона. В настоящей работе

выводятся условия теплообмена m-слойной оболочки с подкрепляющнмее

край криволинейным ортотропным стержнем .проиэвольного поперечного

сечения. .
Рассмотрим m-слойную оболочку, край которой подкреплен ортотроп

ным стержнем произвольного поперечного . сечения. Ось стержня предпо

лагается гладкой плоской кривой, а поверхность контакта - линейчатой

развертывающейся поверхностью. Между стержнем и i-M слоем оболочки

(по поверхности Si, i= 1,2,3, ... , т) осуществляется идеальный тепловой

контакт, а на части боковой поверхности стержня Sm+l, не контактирую

щей с оболочкой, и на торцевых его поверхностях Sm+2 и Sm+З происходит

теплообмен с омывающей средой по закону Ньютона. Координатные оси

Ох и Оу совместим с главными центральными осями поперечного сечения

и будем считать их совпадающими е направлениями ортотропии.

В качестве исходного примем следующее уравнение нестационарной
трехмерной задачи теплопроводности:

д
2t

дЦ (дt . . дt.)
ЛХ дх2. + Лу ду2 + k Лх дХ cos ер + Лу ау вш ер +

гч : д!

+ Лs дs2 - С до: ." + q = О. (2)

Условия теплового контакта и краевые условия имеют вид

. -[л ~ + Л ~] . л.~)n а ~+ л.~)nt3дti ·
хnх дх уnу ду Sl А да. В д~'

[t]Si = t i (i = 1,2, 3, "', т),

[лхnх ~~ + Лупу ;у! + 8m+l (t - t~+l)] = О,
. . sm+l'

[ ~ д! (с) ]"'s дS + 8, (t - t, ) s, = О (г = т + 2, т+ 3),

Ю,,=О = to(х, у, s).
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