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ПОСТРОЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ РЯДОВ

.для СТУПЕНЧАТЫХ СТЕРЖНЕА .

в работе предложен способ получения характеристического ряда д:пя задачи
о поперечных колебаниях сжатого (растянутого) упругого стержня с ку-

сочно-постоянным распределением жесткости и массы: • .

F/(x) =Е!о[l+ ~ (ЦJ'о(х-а;)] ,
,=1

м (х) .~ Мо [1 + ~l ~;O"o (х - ад)­

Здесь 0"0(х- а;) - -единичная функция Хевисайда; а;, ~; - параметры

скачков; Е!о, МО ---,. соответственно значение жесткости и .масса при

0< х < a1; m-----,- число ступенек.

Исследование малых колебаний такого стержня сводится к краевым

задачам вида

(2)

(3)

где

'Фi'

If (х) х'Т + ру" - g (х) (f)2y = О,

[f (х) y"j' + х,оу = о, f (х) у" - 'Фоу' = о,

[f (х) y"jl - х,lУ = О, f (х) у" + 'ФlУ' = О,

р, (f) -соответ ственно безразмерный параметр

х,1 - коэффициенты упругого закрепления,

т

. f(x) = 1 + ~ а;О"о(х - а;),
{=I

х=О;

х ~ 1,

нагрузки и частогаг

(4)

(5)

(6)

(7) .

(8)

т

g (х) = 1 +~ ~;O"o (х - ад.
i=l

Решение рассматриваемой задачи представляем в виде ряда

00

у (х) = ~ Уn(Х) (f)2n.
n=о

Поступая аналогично [1]*,·для определения неизвестных функций (Уn (х) IQ'>
получаем следующую рекуррентную систему: .

[l(х) y~] + PY~ = О;

1(х) Y~ + 'ФоУ~ = О, [f (х) y~j' - х,оуо = О , х = О;

и(x)y~]" + py~ = g(x) Yn-I;

If (х) y~j' ., (х) y~ = н; = Уn = О, х = О.

к уравнениям (5), (7) можно применить сплайн-преобразование перемен-
ного х в виде [3] * .

т

Х = и +~ (и - bi ) 'VjO"o (и - Ь;), . (9)

где Ь1 = izз.; Ь; = bi-l + (а; -:~~1)(1 + ~l 'Vj)-.I, i = 1, 2, •.. , т; ,\,,-
.. {=l

некоторые параметры, определяемыедалее.

Дважды проинтегрировав уравнение (5), получим

Y~ + р 1I (х)г1
Уо =(C~x + С2) [1 (х)г

l
• (10)

·· .Эта · работа посвящена построению характеристического определителя для случая
незагруженного стержня. . . . .
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Переходя к новому перемениому . и и выбирая
I I

, ( / ) "2 ( /-1)2
у, = 1+~ (l.,l ' - 1 + ~,.--O (l.,!

[=1

преобразуемуравнение (10) к виду

Y~u + РУОи = С1 [ и + ~, (и - Ьд у/ао (и - b1)] +
т

+ С2 + Y~x (а;) ~ YPi (и - Ь;),
с=\

(11}

(12)

где аl = a~ I и I - функция Дирака ; С/- постоянные интегрирования. Ре­
шение этого уравнения, удовлетворяющее граничным условиям (6), имеет
вид "

где

где
, т

Ф~ = !Р,о +~ Ф,Оl(Jо (и - Ь).
/=1

прич~м

r r , т ,r- , . 'sin l f pu
, ср,о = аоо + alOU + !роо cos v ри + goo ,, Vр

- sin 'VP (и - Ьд
Ф,ОI ~ Аоо/ + Aiol (и - Ь) +РБОl cos 11ри + 000/ ----'--'--:::=-----"'-

'VP

А ' о ' А' 1 "1/ ' р' о о' (L1 1 )001=. 101 =Р , 001,=, 001 - У/ / - Р ,

2 1 2 О 2 ' , ' Г 2 •
аоо = р' а1 0 = . !Роо = У02 - Р , goo = У02'

А60' = о. Afo, = Р60/ = О. o~o/ = [1Ус,

(
1-1 )Li = ' 1+ ~I У/ [Ф~ (Ь,н';

1 О I _ 1 fl I I 1, аоо = • а\о - - , 00 = YOI. goo= УО 1 - -р •
.р

~ р 1 _ Р

УОI = - р2 + хо'Фо • УО2 = р2 + %Q'Фо' УOI --:- р2 + Хо'!'о '

1 _ ХО

У02 - р2 + хо'Фо •

Поступая аналогично в случае уравнений (7), получаем

Yk~ + PY~u = [ 1 + ~l бро (и - Ь,)] Yk-\u +

+ ~I YlY~x (а,) (Jз (и - Ьд + ~l [PYlY:.x. (а) +

+ (1 + ~: (1., /) у/у;х(а1) ] (и - Ь,),

(Jз (и - Ьд = a'~ (и - Ь).

в, = (1 +±у/)2 (1 +i ~/) _(1 + ~I Yi)2 (1 + ~' ~/)'
/=\ 1=\ /=\ 1=\

(13)

(14)

(15)

(16)
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Решение этого уравнения, удовлетворяющее граничным условиям (8), имеет
вид

(17)

где

211.+1 • 11., 1 v- 11. sinурu -
<р,1I. (и) = ~O a/ku1+j~ fl1l.U сов ри + ~O Q/II.UI . ур ,

211.+ 1 - 11. .

Ф,1I.1 (и - bj ) = ~ А/1I.; (и - Ьд
j +~ F/kl (и - bi)1 cos Vp (и - bi)+

/= 0 - /=0

+~ Gjki(u_ьу siпvPcu-Ьi) (18)
/= 0 VP -

причем коэффициенты ajll., -f/lI., g/lI.. Ajkl. Fjll.i, а/1I.; определяются последо­
вательно с помощью рекуррентных соотношений. Например:

-a~j+ ~j - fll
р2

u= О; 1);

11. 11. 11.
11. _ а2/ aOj fOI 2g1 11.

аО/+ 1 - рз - ~+ 7 + ---рз' a l /+ I

11. - a~1 cfoj
- a2/-f, J = -7 + -р-' •••

A~1i = ~; [btafo + ~>~Oj (Ь ; -:- bj)] ,

A~1i = -}- [a~o6; (1 + ~I ~j) + (1 + ~: 6/) A~o}

где

BII. AII. 11. I
1/ = [ 211+ (Ь; - bJ) Аз1j] - ,

р

таким образом,

в A~Ii
21 = -р-' . .,

2 00

у (и) = ~ С, ~ Ф~ (и) ф2n.
,=1 n=О

(19)

Удовлетворяя теперь у (и) граничному условию при и = bт+l • соот- ­
ветствующему х = 1, требуя при этом нетривиального решения, приходим

к характеристическому ряду

00

д = ~ R ф2n
~ tl ,

n=О

(20)

a nll. = [(ф~", (ф~-~" - (Ф~"'(Ф7-~"]Ьm+I'

Хм = [(ф~) (Ф2-'-1I.)" - (ф~) (ф~-II.)"JЬт+1 •
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, лnk= [( ф~)'1f (Ф~-~' - (ф~)'1f (Ф?-'')']Ьт+l,

J1nk = [(Ф~) (ф~-k), - (ф~) (Ф?-')']Ьт+1 .

, Отметим, что коэффициенты характеристического ряда можно исполь­

зовать при исследовании многих задач о колебаниях и устойчивости сту-
пенчатых систем способами двусторонних оценок [2]. .
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