
с = qR2 [, 2jcos а sh а +cos а' sh а (1 - 28) - ch а sin а (1 - 26) + .
4 EI! ch 2а (1 - 8) - cos 2а (1 - 8)

+ - s in а ch а (1 - 28) - sh а cos а (1 - 28) ]
ch 2а (1 - 8) - cos 2а (1 - 8) .

3"....
'О

1
1 _ 4 s in а (1 - 8) sh а (1 - 8)

ch 2а (1 - е) - cos 2а (1 - 8)

- qR2 а
где обозначено q = 7!h' е = "Г': 5

График зависимости размера области кон

такта е от интенсивности нагрузки q показан на

рис. 2 для различных относительных длин обо-
z R

ЛОЧКИR =4 (1), 3 (2),2 (3),1(4) при h = 9, V =
= 0,3. Видно, что область контакта возрастает о 18
до некоторой величины даже при незначитель- Рис. 2
ном увеличении нагрузки, но затем дальней-

шее увеличение зоны контакта возможно лишь при резком повышении вели

чины q. Предельный случай е -+ 1 возможен при q -+ 00.

Из пятого уравнения этой системы получим

зависимостьразмера области контакта от рас

пределенной силы:
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ОБОСНОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОГО МЕТОДА ИССЛЕДОВАНИЯ

НЕКОТОРЫХ ДВУМЕРНЫХ СИСТЕМ

Рассмотрим задачу о колебаниях и устойчивости прямоугольной ОРТОТРОПНОЙ

пластинки, обтекаемой с одной стороны сверхзвуковым потоком газа (па

нельный флаттер) . Пусть две противоположные стороны пластинкишарнир

но оперты, а две другие - упругозащемлены. В срединной плоскости дейст

вуют распределенные сжимающие (растягивающие) усилия; учет аэроди

намического воздействия потока производится согласно поршневой теории [2,
ЗJ. При этом имеем такую смешанную задачу:

д4ш . д4ш д4ш д2ш д2ш

дх4 + P1a1(х) дх2ду2 + Р2а2 (х) ду4 + рзаз (х) дх2 + Р4а4 (х) ду2 +
~ . . [ ~ ..~] .+ рsаб (х) 7iX + Рвав (х) w + g (х) "'(jj2 + 2Ь дГ =.

(
дш дш д2Ш )= F t, дх ' дii' .. , , "'(jj2 ,

ViO [ш (х, у, t)Jx=o = О ; У" [ш (х, у, {)]х=1 = О, i = 1, 2; (1)

w (х, О, [) = ш~, (х, О, {) = w (х, 1, {) = ш;, (х, 1, ') = О,

д
w (х, у, О) = ер (х, у); дГ w (х, у, О) = 'ф (х, у),
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(2)

где VlJ и, .1 = ' 1, 2) - линейные дифференциальные выражения по пере

менной х (до третьего порядка включительно); F - некогорая непрерыв

ная функция, зависящая от аргументов нелинейно и исчезающая при w =
= О. Функции а/ (х) будем предполагать непрерывно дифференцируемыми

необходимое число раз. Класс рассматриваемых возмущений w (х, у, t) и

устойчивость (неустойчивостъ) нулевого решения задачи (1) определяются
аналогично работе [Г], ~ .

Соответствующей (1) задачей на собственные значения будет задача

эч. д4u д4u д2u д2u

дх4 + P1a1(х) дх2ду2 + Р2а2 (х) ру4 + рвав (х) дх2 + Р4а4 (х) ду2 +
+ Р5а5 (х) ~~ + p~aв (х) и - ro 2g (х) и = О,

У/О [и (х, t)]x=o = О, V/1[и (х, t)]x=l = О, i = 1, 2;

и(х, О) = и~2(X' О) =и(х, 1) =и~,(x, 1) =0.

Ее собственные функции имеют вид

иnm (х, у) = Хnm (х) sin nлу,

где Хnm - собственные функции краевой задачи для обыкновенного диф

фер~(циального уравнения

X I V + fn (х))(" + ра (х) Х' + hn (х) Х - ro~g (х) Х = о,
ViQ (Х)х=О = О, ViI (Х)х=1 =0, i = 1, 2,

причем

fn (х) = рвав (х) -л2n2Рlаl (х), .

hn (х) = Рвав (х) - л2n2Р4а4 (х) + л4n4Р2а2 (х),

ра (х) = PfP5 (х), n = 1, 2, •••

. Так как при р = О задача (2) самосопряжена. то ее собственные эначе-
2 .

ния ro nm при каждом фиксированном значении n положительны с единст-

венной точкой сгущения на бесконечности. Будем предполагать, что все ОНИ

взаимно простые. Тогда существует последовательность максимальных полу

интервалов [О, p~] таких, что для р Е [О, p~)

0< ro;!l (р) < ro~2 (р) < ~ •• < ro~m (р) < ... (3)

Пусть p*=inf 1p~ , р;, ... , p~, •••), причем р*>О. Очевидно, что ДЛЯ

р Е [О, р*) и всех значений п будут выполняться неравенства (3).
Рассмотрим последовательность непрерывных функций c~ (t, х), удов

летворяющих при каждом значении t Е [О, Т] граничным УСЛОВИЯМ (2).
Тогда они представимы в виде равномерно сходящихся рядов

00

, сп (t, х) = L тпm (t) Хnm (х), р Е [О, р*).
=1

Так как последовательность {Хnm }:=1 образует базис Рисса в прост

ранстве L~ '(0, 1), то коэффициенты Тnm должны удовлетворять УСЛОВИЮ
J 00 I

т .\ g (х) С; (х, t) dx г: ~. п: (t) <= м j g (х) С; (х, t) dx. (4)
О =1 О

допустим, что решение з адачи (1) представимо в виде разложения

94,

00

w (х , у, t) = ~ Сп (х, t) sin nлу,

n=1
(5)



где Тnm (t) -- функции, подлежащие определению. Тогда в соответствии

с теоремоЙРисса.-:- Фишера справедливо равенство

1 1 00

~. ш2(х, у, t) dy = 2" 2: с;' (t, х). (6)
о n=!

Если ряд (5) сходится равномерно по х при каждом t Е [О, TJ, то

. . 1 1 . I 00

Ilw 112 = S5g (х) ш2 (х, y,t) dxdy= 2" 2: \\Сn (х, t) 112.
О О n=l

На основании условия (4) получаем
00 00 .

2m~ wl12 <.: 2: ~ T~ и) <.: 2MI1wll~.
',-- n=] m=)

1 1
# • 2 Srтг. + 2ЬТг. + ЮгsТгs = J FVrs (х, у) dxdy,

о о

T r s (О) :- q>rs, T~s (О) = 'ФГ5, Г, S = 1, 2, ••• , 0<.: р< р*,

где q>гsИ 'ФГ5 - коэффициенты разложения соответственно функций

q> (х, у) и '1\' (х, у) в ряды по собственным функциям иnm (х, у). .
Наложив на коэффициенты <РГ5 И 'ФГ5' а также на нелинейностьF такие

же условия, как в работе [I [, существование и единственность решения

задачи (1), а также теоремы об устойчивости (неустойчивости) по первому

приближению можно доказать так же, как в работе [Н. Необходимо только

показать, что ряд (6) сходится равномерно .

Согласно предположению относительно свойств функций <р (х, у) и

'ф (х, у) ряды .

Совокупность функций Vrs (х, у) = Yrs (х) sin rny, где Уг. (х) (г, S =
= 1, 2, ... ) - собственные функции задачи , сопряженной задаче (2), вместе
с функциями иnm (х, у) образуют биортогональную систему функций с ве

сом g (х) в квадрате О <.: х <.: 1, О <.: у <.: 1.
Таким образом, отыскивая решение задачи О) в виде (5), сводим ее ана

J}ОГИЧНО работе [1] к задаче Коши для четной системы уравнений второго

- порядка

"t
00

о; (q» = ~ I <рг5Хг. (х) 1,
5=1

00

а, (Ч;) ~ ~ I'ФГ5ХГ5 (х) I
5=1

сходятся равномерно, поэтому

1 00 1

т Sg (x}d; (q» dx <.: ~ ГР;5 <.: м Sg (х) d; «(р) dx,
о 5= 1 О

, 1 1

mS g (х) d; ('1\') dx <.: ~ 'I\';s< м .\ g (x)d; (1)1) ах.
о s=1 О

Предположим, что сходятся равномерно ряды

00 2 00 22: г: (<р), ~ d r (1)1).
(=1 г=1

(7)

Тогда
00 00 00

.Е С;I (х, t) <: (А2 + АВ) ~ d~ (<р) + (АВ + В2) ~ d~ ('\J),
n=l n=1 n=1

где

А = sup (1 + а t!1 ), в = sup ]t !1 ,
r,s IJr г.э rS

1

~ = У2аТRH-q ,тах G(8) (m l+q min g (х» -"2 ~rs = 11 ю;' - Ь2,
o~e~T O~x~l
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. (1)

а, Т, R - некоторые постоянные. Следовательно, из равномерной сходи

мости рядов (7) вытекает равномерная сходимость ряда (6). Сходимость ряд~
,(7) следует из неравенств '

001 2 ' 1 0000
2.: .\ g (х) d, (ер) dx <::т~ ~ <Р;8'
~IO ~18~

oo ~ 2 ' 100 00
~ \ g(x) а; ('Ф) ах <::т~ ~ 'fг8'
,=1 О , ,=1 8=;1
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АН УССР

УДК 534.1:531.221 .3

Л. М. ЗориЙ,Ю. И. Исаев

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

КРИТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ ФЛАТТЕРА

В ЗАДАЧАХ УСТОЙЧИВОСТИ УПРУГОВЯ3КИХ СИСТЕМ

Рассмотрим задачу об устойчивости консольного стержня, нагруженного

на свободном конце следящей силой Н. Стержень выполнен из линейного

упруговязкого материала. Уравнение малых колебаний такого стержня

около прямолинейной формы равновесия и краевые условия получаются,

как обычно, с использованием принципа соответствия и имеют вид

EIN(g,} ~:~ +нм(:,} ~:~ +mм(~) ~~~. =0,

V
· (О, t)'- дu (О, ') д2и (1, ') дЗv (1, ') О

дг дг2 - дг3 =,

где г Е [О, n, т - погонная масса стержня; М (+), N ( :, ) -вре

менные операторы «комби нированной модели»

~ , ~

vma+ ••• +v1a+ а = Е (8 + f11C, + + f1riC,). (2)

Представляя решение в виде (' (г, t) = t (г) ехр лt (л - характеристи

ческий показатель) и разделяя переменные, приходим к соответствующей

задаче на собственные значения

f1 V (х) -т-т- ~!" (х) - бt (х) = '0,

t (О) = t' (0)= f" (1) = tlll (1) = О.
Здесь

-: М (А.) Hl2
z = 'х] , ~ = - ~ N (А.) ; ~ = ----кг ;

м (л) = 1 + ~lЛ + .,. + ~;,.лm ; N (л) = 1 + ~lЛ + + f1nлn;

~ ;;- 1 r:; ~ / - - v- ml 4 :i:' ~ 2 М (л)
'" = '" v а; Vj = Vj 1 а; f1i = f1j а; а = -кг; u '" N (л) •
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