
Подставив это выражение в первое из условий (1), с учетом обозначе

ния (7) найдем

1,,2 ~~*- = - [Р6 - (1 - 2k*) лр (р) + НлiD2 (р)] [* -

R.

-[(1-, 2k*) - Нл1D (р)] Ro' ~ :~:o . q1 (1']) '!]d1'}, k* = 2hRo
1
• (8)

О

. I
Разложив в этом граничном условии операторы D (р) и shp1') [shрRоГ .в ряд

по степеням Ro и отбросив члены порядка R6и выше, получим

Л2 ~~* = -} R ОС1 [1 - 2k* (l - 3%*)] ~; ~ (l - 2k-J Qo +

+ 6
R6 -аа [(1- 2k* + 2Нл1Rоl ) о, - (1 - 2k*) Q1] ' (9)al т

Я.

о; = Rol
-

2n S 1']2n+2 q1 (1') d1') (n = О, 1).
о

Граничное условие (8) можно использовать в качестве приближенного

и для объемных включений иной формы, если левую часть этого соотноше

ния заменить производной от [* по нормали.

Соотношения (4) и (8) при h -+ О переходят в граничные условия, при

ведеиные в работе [3].
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Рассмотрим свободный от внешних .усилий бесконечный клин, ограниченный .

лучами 8 = +а (О <: r < 00), в котором имеется теплоизолированная тре

щина длиной 2L = Ь - а, расположенная ' на биссектрисе угла (8 = О,

а <: r <: Ь). На гранях клина заданы стационарные температурные усло

вия первого или второго рода. Температурное поле представим в виде

суммы основного, имеющего место в сплошном клине, и возмущенного,

обусловленного наличием трещины. Задача определения температурного

поля рассматривалась в работе [2].
Основное температурное поле вызывает в сплошном клине нормальные

<r3e и касательные a~e напряжения. Для снятия с берегов трещины нормаль
ных напряжений можно использовать метод, изложенный в работах [3,4].
Здесь остановимся на определении коэффициентов интенсивности напря

жений, обусловленных возмущением заданного температурного поля и ка-

сательными усилиями a~e. Эти коэффициенты легко найти, если известна
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(1)

производпая по г от радиального смещения берегов трещины, а именно:

в антисиммётричном случае

k~)= (-1)-S-Ey;:t Нгп V(-l)~=:(f-C) ди(г)
)12 (1 _'Х2) г-с ' дг ,.

(2)
6ее (г , 'Щ = аге (г, а) = аее (г, О) = О ;

а,е (г, О) = ~ a~e (а<;: г -< Ь), и (г, о) =0".-"'

где с = а, ь::х. --: v при плоской деформации и Х = О при плоском напря

женном состоянии; Е - модуль упругости; v - коэффициент Пуассона;

, и (г) - смещение верхнегозберега трещины в направлении оси Ог.
, , ' Вследствие анТисИмм.етричнОсти термОнапряженногО состояния дос

таточно рассмотреть клин О -< 8 -< а, О -< г < 00 с граничными услови

ями

(3)

(4)

ь

, . "" ." ..,'~ .!Р '(p)~<l~' е/г) (~~ ~ '- лВга~е '
а .

С помощью интегрального прео6разования Меллина с учетом условий (2)
задача определения . производной и' (г) сводится к решению интегрального

уравнения

где

осr L sh2 YJa - YJ2 sin 2 а
R (z) . .1 (11) sin ('Y]z) d'r], L (11) = 2 sh 2YJa: ---''11 sin 2а: ' (5)

, о

(1,/ - коэффициент линейного тепловогора~ЦIИрения .
.' Сделав в уравнении (2) замену п~ременныIx .

г = а' ехр ( I t х ) , р = а ехр С ; 6 ), [б = 2;ln ~] , (6)

(7)

. 1 • - '. . ' .

sl' (S) R ( 6 () х) ~ = - лБНф (х).
-1 .

Здесь'

.1(5) = а ехр ( 1; 6 )!Р [а ехр ( I~ 6 )],1\1 (х).= а ехр( 1t x.)'q~e' (8)

• с - ' • . .. • • . .' .. . • • . . . • • I
В работе [2] приведено решение указанной задачи при б > - '. Найдем

. . а:

приближенное решение, уравнения г?} при произвольных значениях б~ Ап-

проксимируем функцию L (1") выражением " . •• .

: лолучим

L('r]) = th [А (а) 11], А (а) = 2(а2
- sin2 а) (2а - sin 2аг1 •

Эта аппроксимация верно отражает поведениефункцииL (11) вида (5) в нуле
и на бесконечности. Максимальные относительные ошибки такой аппрокси

мации не превосходят 3,3 % для всех а и 1"). С учетом указанной аппроксима

ции ядроR (а) интегрального . уравнения (7) имеет вид ".
11: " . т

R (z) = 2А (а) созес 2А (а:) -.'

Подставляя (9) в уравнение (7), получаем

d

S
ер (1:) d-r .

'_d YI_.2 (! _ ~) . = - ~f (~).

(9)

(10)



Здесь

't = th 2A7~) б ; ~ = th 2А:) б; d = th 2А;) б
)

f (~) = ВФ [ 2А ~a) 1\ arcth ~] (1 _ ~2)- "2

Применяя к уравнению (10) формулу обращения интеграла типа

[П, находим ,
а

(1") = v·1_~2 [_1 (' Y~2f(T)dT +с] .
q:> ':> d2 - ~2 11: J 1: - ~ ,

-d

ИЛИ, переходя к начальным переменным.. с учетом (4) получаем

ch л.
и' (г) = Dt (г) + г Х (г) f/ (г) .+ С]г

Коши

(11)

(12)

где

Х(г) = VСh2Л-Сh2(МJП у:ь); л= 2А~)I\;
1

I (г) = ~~' у th
2
Л - th

2
л~ '"Ш d~ •

11: -1 ch л~ [th л.~ - th (М In vаъ) j
Интегрируя равенство (12) и удовлетворяя условиям u (а) . и (Ь) = О.

иаходим

Ь Ь

М [(' (' 1 (г) dr ]
с=- 2К(thл.) D J t(Г)dг+сhЛ J rХ(г) ,

а а

где К (th л) - полный эллиптический интеграл первого рода.
. Зная функцию и' (г), по формуле (1) легко определяем величину k~):

(13)

С-а,

k~C) = (-1)ъ=а ЕY~ [1 (с) + С]
2 (1 - x2HIё6X .

Можно показать, что точность формулы (13) не меньше точности аппрокси

мации функции L ('1'). Поэтому указанная формула является практически
точной. ' . .

Ь/а

Коэффициент

I I I I I I7 5 3 2 1.5 1,2 1,1

k(g> (2J 2,3900 1,9531 1,1920 0,6226 0,2879 0,8629 0,3266

k(a) 2,5523 1,9936 1,1918 0,6214 0,2836 0,8627 0,32662

k(~) [2] 0,9033 0,8734 0,6882 0,4402 0,2319 0,7877 0,3114

k(b) 0,9647 0,8916 0,6881 0,4394 0,2316 0,7875 0,31142

Если основное температурное поле не вызывает напряжений в сплош

ном клине, то 1 (г) = О,и коэффициенты интенсивности напряжений, обу

словленные возмущенным температурным полем, определяются по формуле

с-а Ь

k~C) = (- ,)Ь=а ЕЩ11: Jfёth1, ~' t (г) а», (14)
4 (1 - Х) У2сА (а) К (thЛ) Q
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Рассмотрим конкретный пример. Пусть на гранях клина задана ,пос- .

тоянная температура противоположных знаков ±То • Тогда основное , тем-

пературное поле 'о (г, 8) ' T~8 не вызывает в сплошном клине напряже- .
ний, и коэффициенты интенсивности напряжений будут обусловлены только
возмущенным температурным полем. В таблицеприведены значения коэф-

. . ~ . .

фициентов интенсивности напряжений klf}; подсчитанные для а = 2 'по

формуле (14) (выражение для t (г) взято из работы [2]) и по соответствующей

формуле для больших <5 [2]. Как видно из таблицы, погрешность значений

I!2C) при '~ = 5 (6 = 1,24) не превышает 2,1% и очень быстро уменьшается
а

Ь
с уменьшением а (с ростом 6).
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ЗАДАЧИ
О НАПРRЖЕННОМ СОСТОЯНИИ ПОЛОГОЙ ОБОЛОЧКИ
НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ С ТРЕUЦИНОЙ

В настоящей работе предложен способ сведения задачи о напряженном сос

тоянии пологой ' сферической оболочки с трещиной вдоль меридиана

к системе сингулярных интегральных уравнений. При этом оболочка на

ходится на упругом основании Винклера.

Представляя компоненты тензора { ец } геометрически малой деформа

ции в виде

(1)

(2)

(i, j = Х, У),е ч -'- e(s) + еО
I - il if

где e\sJ - компоненты тензора упругой деформации [2]; е?1 - компоненты
тензора дисторсии, характеризующие скачки перемещений и углов поворота

на линии трещины, для пологой сферической оболочки [1] получаем систему

дифференциальных уравнений относительно функции напряжений q> (Х, У)

и функции прогибов w (Х, · У):

~o V2V2cp (Х, У) - V2W (Х, У) = - RP~(X, У),

V2cp (Х, У) + D1RV2V2W (Х, у) + kRw (Х, У)= -D1RРg(Х, У).

Здесь
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