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Следует отметить, что в работах О, 2, '7, 8] решены задачи о совмест

ном кручении цилиндра и полупространства. В граничньu точках спая

основания цилиндра с полупространством касательные напряжения Тег

_l-+p ' .
также имеют степенную особенность вида (1 - р2) 2 • Параметр р удов-

летворяет уравнению

sin пр = 1~ Q, ' (i = 5, 6), (26)

где

Qб = Щ(]I, Q6= V A44A66/A~4A~6 (27)
соответственно в изотропном и трансверсально -изотропном случаях мате

риалов; а, 01 - модули сдвига.
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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ

ДЛЯ ОБЛАСТИ С БЕСКОНЕЧНblМ РЯДОМ

ОДИНАКОВЫХ ОТВЕРСТИЙ

. Рассмотрим задачу термсупругости для бесконечной области, ослабленной
бесконечным рядом ' одинаковых криволинейных отверстий. Расстояние

между центрами двух соседних отверстий равно 1. В случае пластинки счи

таем, чтр .. ее торцевые плоскости теплоизолированы. Через поверхности,

ограничивающие область, происходи т теплообмен с внешней средой по

закону Ньютона. На ....бесконечности задан однородный тепловой поток интен

сивности q, направленный под углом ct к оси Ох.

Внешнее силовое поле отсутствует.

Начало системы координат поместим в центр одного ' из отверстий,

которое назовем основным, а ограничивающий его контур обозначим через

Lo• В дальнейшем для упрощения выкладок будем считать, что оно симмет-
рично относительно осей координат. .
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Учитывая, что Т = Re f (z), где f (z) - аналитическая функция комп
лексного переменного z = х + iy, задача термоупругости, на основании

работ [2-4], сводится к определению функций f (г), Ф (г), Ч'(z) из интег
ральных соотношений

Л/.\ F (t) d [! (t) - f (t)] + ап SI! (t) + f (t) - 2Тс] F (t) e~lf3dt = О,
L j . L j . (

.\ F (t) Ф (t) dt -.\ tф (t) dF (t) + .\ F (t) Ч' (t) dt = •

~ ~ ~

= k SF (t)f (t) dt - k Stf (t) dF и), (1)
L

j
. . L

j

S F (t) Ф (t) dt - .\ tф (t) dF (t) +.\ F (t) Ч' (t) dt =
~ ~ ~

= k S f (t) f (t) dГ- k SТ! (t) dF (t),
L j L j

(2)

(j = О, + 1, + 2, " .),f' (z) = _3- e-1Cl.1 z 1-+ 00,
. Л/

.\ ф (t) dt = О
L j

где л{ - коэффициент теплопроводности; ап - коэффициент теплоотдачи;

тс = const - температура внешней среды; k = a~E (для обобщенного
щЕ .

плоского напряженного состояния); k = 4(I-v) (для плоскойдеформации);

(1.,t - температурный коэффициент линейного расширения; Ф (z), Ч' (г) -:
комплексные потенциалы Колосова - Мусхелишвили; ~ - угол между

нормалью к контуру L j и осью Ох; F (г) - произвольная голоморфная

функция. Последнее из соотношений выражает условия однозначности
смещений.

Функции f (г), ф (г), Ч' (г) можно представить в виде [l,4)
00 00 00

f (г) = ~O ~ +~ [~o~:)]k +~ ~ (1.,k { [~n (г ~ nl)]k + [~-Ii (г ~ nl)]k } t
k=1 n=Ik=J

Ч' (г) - k ~ Bk + k ~ ~ в { J + 1 }- .tt [~o (z)]k . ~1 ~ п [~n (г - nl)]k [СП (г + nl)]k '

00 00 00

ф (г) = kf (г) + k.tt [~~~:)]k + k ;1~ Ak { [~n(г ~ nl)]k +
+ 1 }

ICn(z+nl)]k '

А - qR -1'Л. А В ' Фгде 1-'0 - --т;-е , аm n' n - постоянные коэф ициенты, а перемен-

ные ~n связаны с переменной z зависимостыо

z = R(f)n (~n) = R (~n+mN ) + nl (n = О, + 1, ± 2, ...)
. . ~n

(N = 1, З, 5, ...) (3)

(N = 1 соответствует область с эллиптическими отверстиями, .а N = З,
1

т ;= + "9 - область с квадратными отверстиями).

В равенстве (2) первые суммы представляют функции, голоморфвые

.вне основного отверстия, а вторые суммы - функции, голоморфные внут

ри основного отверстия. Если последние разложить в сходящийся ряд по
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(4)

, R .
малому параметру е = "Т и сохранить в этих разложениях члены, содер-

жащие множители, в в степени не выше четвертой, то получим

00

.[ (г) = ~o ~ +~ щ k - 2Л2g2аз. ~ - 2л4g4 (~~: .+ Заз ~ ) ,
. ' k",.1 [~o (г)] . .

IIТJ' () ьч.... .( г» 2В z . с k 4 '( г3 г )т . г = т 'г) - 11.28 1 R -2 Л48 В1 R3 + ЗВз /[ ,

ф (г) =kf (г) + kф* (г) - 2kЛ282А1 ~ ~2Л4В4k (А1 ~: +3Аз ~ ) .

Здесь введены обозначения

о- (г) - '" Ak '1'* (г) ·-~ · В" .~ - ~ -1_ "(5)- tI [~o (z)]k ' - tt [~o (i)]k' - ~ (n)2k '

Использовав разложение для f (г) и выполнив интегрирование в первом

из соотношений (1), получим бесконечную квааирегулярную систему линей

.ных алгебраических уравнений "относительно коэффициентов аn :
_ 00 _

H/aj + ~ (akhk+j + akhj-k) + 282 [(Нбj,1 - CI,j) (л2а1 + 3Л48
2аз) -

"=1.3

- (Л2<i;. + 3л4g2аз) (mNНбj,N + аl,j)] + 2Л484 {[3Нбj,3 - С3.1 +

.+3mH(2-N) бj.2-N] а1 -[3тН(N -2}бj,N-2 +ЗНNmЗбj,3N +
+аз,j +3Нт2 (2N - 1)бf,2N-I]~} = ~o (Нбj,1- Ct,j)-

--"':~o (mNНбj,N +ац)и = 1, 3, 5, •.•), (6)
. где

1 \ - п -j l' \..dcrаll .! = -2' , [<00(с)] а <00 (а) -;. т · · cr
с,

I . r .. n -!l' \ dcr
Сп.! .. 2nl J [<00 (а)] о 0)0 (а) а'

ь,

H=~ ' 6. ··..·{1.(n=П,
cx,nR ' . /.n О (n =1= j) •

. Исходя из разложений (2) и интегральных соотношений (1), путем интег

рирования по контуру Lo, умножения на ~oj~1 и последующего суммиро
вания по j, можно получить функции Ф" (г), чr* (г) в явном виде.

В случае области с эллиптическими отверстиями получаем

Ф*(z) = I { mai + Аз _ ~+ 2Л4в4 f(1 + m4
) сх,l + 4malJ }

. %[~o (г)} [~o (г)]3 . ~o (г) . I~o (г)]5 '

Ч'*(z)=- 1 . {~_ Вз + mаl +2 (аl - mАз) +
. oo~ [~o (г)] ~ (г) . [~o И]3

+.г: [0)0 (_1_) ф* (г)] _ 2Л4в4 [(1 + m
4

) a~+ 4mЗсх,l J . }. (7)
Що ~o (г) [~o (г)]_ . .

Неизвестные коэффициенты Аз, Вз определяются из следующей системы

линей~х уравнений: .

Аз (1 +6m2Л484) + 12mл4в4А-; + 6Л48413з =4а182 [mЛ2 + Л482 (1'+ 3т2)] +
+ CGt [282 (1 + т2) (Л2 + 2mЛ48

2) - т],

6Л484Аз - 2т (1 - 6Л484) А-; + (1 + 6m2Л484) 13з = CGt [- т +
+ 282 (l + т2) (Л2 +-2mЛ482) ] - tX1 [2 - 4mЛ282 - 4m2Л484 (3 + т2) ] . (8)
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(10)

В случае области, ослабленной одинаковыми квадратными отверсти

ями, указанные функции имеют вид

Ф* ( ) " 1 {Аз Щ +' 21.. 4 [ [ +6т28mЗ " .
z . ro~ [~o (z)J [~o (z)JЗ - ~o (z) 48 . [60 (Z)]6 + I~ (Z)]B +

+ ' 3т& ] + ' 6л:iв2m2аl + 8т2в2 (~al - ЗЛ4в2Аа) + 6mл4в4 (2а;. -зmAз) }, (9)
[~o (Z)JIЗ [60 (z)P [60 (z)J~ . [60 (Z)]7

'f* () = . l ' {2Л2В2 (1 + 2т) аl ...:.. Аз (1 + 6л..jв4) - 6л.~в4 (ВЗ - 2таl - 2mЗсхl ) +
z ш~ (60 {z)J ' , [60 (z)lЗ . ' _ ,

+ 12СХIв4Л4{Зm2+m4-'m)-18m2Л4в4(Аз-Вз) + 20л4в4mЗ;;:1
. . [60 {Z)]7 " " 16'}.(Z)Jll

-с-. •д~o [ФО ( 60 \z) ) ф* и]}+ Ф*(z).

Коэффициенты Аз, Вз находим из системы линейных уравнений

Аз (l + 12mл.484) + 61..48413з = 21..282 (1 + 2т)СХl +
+ ai [4Л484 (1 + 3т2) - 2т],

.. .
6Л484 (Аз + 4m2А;) ~ (I + 12mЛ4 (4) 8з= cxi [2Л282 (i + 2т) +

+ 4mл.484 (l + 6т2) - 6т - 2] + схз. [8m2Л282 + 12mЛ484 (1 + т2)]. ' .

Кольцевые напряжения, возникающие в пластинке вблизи-контура Lo, опре
, деляем по формуле

ае ' a~ o~e [ф*(Z) + ~Л282аl ; -'2Л484 ~3A8 ;-~l~: , )] ~ (11)

о Т а б ли ц а 1

N=1 N=з.m=-J.. \
- 9

е

I I I ;I0(0) 0(1) а(2/ . . (О)' a~) a~)
е ' е е

ае

О ' 1,5 ';""'0,025 О - 0,583 0,269 О. '.,

n .. . ,

18 1,358 -. 0,191 0,026 ' 0,622 ,0 ,294 . -0,qЗ6 ' ;
о .

п

0,i35""'9 1,044 0,482 '0,071 0,755 0,389

n
0,742 0,689 ' 0,177 1,032 0,629 . 0,456(3

2n
0,513 0,749 0,345 1,350 1,054 1,256-9-

" "

n
1,096 1,166 1,677

Т
- - -

.5n
0,343 0,691 0,611 1,030 1,069 ],84118'

n
0,231 0,558 0;98] 0,452 0,615 1,458

Т

7n
0,140 0,386 1,446 0,180 0,304 . 1,08318'

4n
0,067 0,196 1,922 0,065 0,126 0,894-9-

n ,

I О 0,839 '2 ' о о 2,138 О

. . , .
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Числовые примеры рассматривались для области, ослабленной одина

ковыми эллиптическими (N = 1, т = +) или квадратными (N = 3,

m= -f) отверстиями при е=0,3. Большая ось эллиптических отверстий
во всех примерах параллельна тепловому потоку.

Значения кольцевых напряжений a~}, распределенных около контура

Lo, приведены в табл. 1 в долях щ~qR Г/. Напряжения a~) соответст-
. I

Таблица Z

н

N r

I I I I I Iо 0.5 1 2 5 10 00

I

То -1,289 -0,573 -0,241 0.076 0,378 0,511 0,667
N=1 Т1 -0,916 -0,486 -0,224 0,078 0,429 0,608 0,972

Т2 2,165 0,699 0,260 -0,074 -0,338 -0,440 -0,507

То -1,017 -0,358 -0,024 0,314 0,655 0,811 1,00
N=3 Т1 -0,781 -0,324 -0,023 0,346 0,814 1,089 1,422

'
2 1,458 0,401 0,024 -0,287 ~0,548 -0,654 -0,771

вуют случаю, когда тепловой поток параллелен оси Ох (а = О), а a~) ~ при

._ тепловом потоке, . параллельном оси Оу (а = ;). Для . сравнения . даны на
о пряжения a~), которые 'вовникают в тех же точках области ' с одним отверс
'тием , Значения соответствующих коэффициентов (I в заВИС11мОСТИ от ве-

личины Н подбираются из табл, 2. о о о 00

О I Анализ числовых результатов показывает, что при а = О (е = 0,3)
\ ~

напряжения ае меньше, а при ',а о т (е = 0,3) они значительно больше,

о чем соответствующие напряжения в области. с одним отверстием.
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Поведение материалов в условиях повышенных температур во многом за

висит от наличия в них макроскопических дефектов. Эволюция последних

может в существенной степени определять высокотемпературные процессы,
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