
Функция, ' удовлетворяющая уравнению (27) и граничному условию

(28), имеет вид

т = т + Q(R2~ r2)
с 4х'

(29)

При заданном температурном поле в длинном цилиндрическом теле воз­

никает плоская деформация. В случае отсутствия контурных усилий при

.свободных торцевых поверхностях цилиндра кольцевые ово и радиальные

а" напряжения определяются формулами

аее =- EQ [ 1 - 3 ( ; YJ, ":". - EQ [ 1 - (; Л, (30)
aE QR2

где EQ = 48(I-v)x •

. Распределение кольцевых (сплошная линия) и радиальных (штрихо-
вая) напряжений по радиусу показано на рис. 5. Максимальное значение

радиальных напряжений в два раза меньше максимального значения коль­

цевых. При а = 1,5 . 10-5 l/град, '\1 = 0,3, % = 100 н'сек . град, Е =
.' ;з ~1011H/M2, R = 10-4 М, Q = 2,9 • 109дж/м3 • сек величина шах Лее =

-:7,8·104 н/м2 , что на четыре порядка ниже от максимальных динамических
тепловых напряжений.

Таким образом, при одновременном воздействии на термоприемник

мгновенно изменяющихся высоких температур и реакторного облучения

определяющими оказываются динамические тепловые напряжения.
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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ В НАПРЯЖЕНИПХ

и ТЕМПЕРАТУРНОМ ГРАДИЕНТЕ

80СЕСИММ,ЕТРИЧНЫХ ЗАДАЧАХ

дпн СИСТЕМЫ Li,ИЛИНДР-ПОЛУПРОСТРАНСТВО

В работах [3-6] решены задачи о давлении. упругого цилиндра ' радиуса

R' и конечной длины L на полупространство и слой конечной толщины Н.

В последнее время получено также решение температурных и термоупру­

гих задач для системы цилиндр - полупространство . .Б граничных точках

области контакта упомянутых задач нормальные напряжения ах и темпера­

турный градиент д'Пдг имеют особенности, Так как окончательные формулы

для данных величин получены в виде функциональных рядов, то особен­

ность проявляется в их расхождении при r -+ R, .
На основании исследований [1О, 11] можно заключить, что особенность

, . .. , 1 л. . . .
названных величин должна быть степенной порядка О (PR- ), где PR-
расстояниеотточки тела до граничной точки области контакта; 'л - пара­

метр, определяемый из некоторого трансцендентного уравнения и завися­

щийог упругих постоянных контактирующих тел и их конфигурации.
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Покажем, что ' полученные решения [3-61 содержат степенную осо­

бенность, и выведем формулыдля определения ее величины. Ра,ссмотрим ..
задачу о давлении упругого цилиндра на полупространство в случае изот­

ропных материалов. В данном случае . нормальные контактные напряжения

az определяются через некоторую функцию F (Т]) по формуле

. 2ь1 00 .

а• = lГ SF ('I'])Jo (1'Jp) d1'J. (1) .
о

Здесь Jo(np) - функция Бесселя первого рода действительного аргумента;

F (У}) - функция, определяемая из парных интегральных уравнений .

5n-1F(1'])Jо (ПР) dn = 8bl (со -1) + 8 ~l)2 ~ СkJ~~IЧР) (р < 1),
о 1<=1

00

SF (1']) Jo (тр) dn = о (р> 1), (2)
о

а СП - постоянные, определяемые из бесконечной системы линейных алгеб­
раическихуравнений и связанные с функцией F (n) формулами

. 41b~ 00

. СО = - Ь1ЬЗ (2Ь1 + 3Ь2) .\ n-IF (1']) J1 (1']) Ф'I,
о

l

Х IpJo (1']Р) Jo (~kP) dp + з,
О

В формулах (1)-(3) введены обозначения

. (k = 1, 2, 3, ...). (3)

(5)ь - ).t
4 - Л. + 2ft .Ь - /11- ,

"'+/1

] 614nЗ ll k2 00 n5ft ( n; ) со .
S г- ~ ~ CmJo (/1т) . (4)

k = J o (/1JJ =:, ыn (/1~[2 + n 2n2)2 ~l 11т (n2n2 + [2/1~)2 '

Ют = - n~ (2Ь1 + 2bz)li ( n~ ) + n~ [15 (n~ )- 17 (n~ )],

1= LlR, р = r/R; 8 - вертикальное перемещение свободного торца ци­
линдра; ~k -корни уравнения J1 (~) = О; 1/ (х) (i = 1, 2) - функции

Бесселя первого рода мнимого аргумента;

л.

bz = л. + /1

(6)

Л, ~ - коэффициенты Ляме. Здесь и далее верхним индексом «1» обозна­
чены упругие постоянные, относящиеся к полупространству, а аналогич­

ные величины для цилиндра оставлены без индексов.

Введем функцию ер (1']) соотношением .
1

F (1']) = nSгtер (t) cos!]tdt.
о

(7)

Подставляя значение функции F (n) в формулы (3) и последовательно (6)
и (3) в (2), второе уравнение (2) удовлетворяем тождественно, а с первого

получаем интегральное уравнение Абеля относительно функции ер (1']):.
f}

.
1' q> (t) dt
J t (р2 -:- 12)'/. = g (р),
о

50



где

2b1b1
00 1 е (ь 1 ) 2

__З_4_ "" /0 (/1kP) r г1qJ (t) сов f1k tdt + 4
ЬЗЬ4 ~ /1kJ20 (/1k) J Ь 4

k=1 О

Решение уравнения (7) выражается формулой

t
t _!:!-.-!:.- (' pg (р) dp

qJ ( ) - n dt j ([2 _ р2)'/' '
О

(8)

(9)

которая после соответствующего интегрирования приводит к интеграль­

ному уравнению типа Фредгольма второго рода:

2b1 вt 8lb1b!t 1

qJ (t) = - -+- 1tb1Ьз (2:1~ 3Ь2) Su-1qJ (и) J1 (и) dи-
о

(1 1)

(1 О)

определяется

/ ь! 00 1

az _ 2 R
З SnJo ('l'jp) d'l'j Sг1

qJ (t) cos 'l'jtdt.
о о

Чтобы выделить члены, дающие нерегулярную часть решения уравне­

ния (10), первую бесконечную сумму в этом уравнении представим в интег­

ральной форме. Используя результаты работы [9], получаем

00 00

"" cos I!Rf cos /1kU I r .
~ 2 · = "2 J сов uxcostxdx +
k=1 f-t kJО (IЧ) о .

4t ЬзlЬ41 00 I 1

~
COS /1k- S !- - -- и- qJ (и) cos !1kudu +

л: ЬзЬ4 f.Lk/20 (/1k)
k=! о

+~ t (bl)2 ~. Sk COS /1kU •

n Ь4 ~ /1k
k=1

Согласно формулам (1) и (6) нормальное напряжение с,

по формуле

-vuт (- к1 (у)+ - 2 - j /1 (у) 1_,/, (иу) 1_,/. (tу) ydy,
о

(12)

(14)

(l3)

(15) .

где 1(1 (х) - функция Бесселя второго рода мнимого аргумента.

Свободный член уравнения (10) дает значение контактных напряжений

задачи о давлении штампа на упругое полупросгранство, т . е.

4b1b1e
az = - ~; (1 - р2Г'/· .

Примем функцию ер (t) в виде

qJ(t) = Ct(l-t'IУ,

где С и р - некоторые постоянные. При данном значении С и р

а, ~ 2(~Г (1 ) р) (1 _ р,г'/,+р,
Г 2"+Р -

где Г (х) - гамма-функция. .
Выражение (15) показывает, что при таком задании функции F (11)

в окрестности граничных точек области контакта напряжения az имеют осо­

бенность, обоснованную в работах [10, 11]. Подставляя (15) в (10), после
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(17)

(18)

соответствующего интегрирования и преобразования выделяем члены с

множителем (l - t)P-I. Окончательно получаем

2 b1bl ,
2ptC (1 - [2)Р- l = - - с _ 3 4_ t ['1р! (1- [2) Р-1 _

. л b~b4

- 2P-1r (1 + р) г (1 - р) (1 - t)P-I] + R Из), (16)
где

р_1 b1b! 00 .

R (р) =~сг (l + р) ь 3ь4 (' [~\(Yl [ I (у) [1 (ty) yl-~dy-
3 4 J 1 У Р+- -. . о · . 2 2

)

2 (b l)2
002 -у(I-t) 4. ' .

--edy +-ь- ~ SkSШ[Lk t
уР . 11 4 k=l

не содержит множителя ({ ~t)Р-I.
Определение особенности : в напряжениях О'х ПРИР"7 1 эквивалентно

определению такой же особенности в выражении (16) при t -+ 1. Прирав­

нивая в(16) коэффициенты при членах со множителем (l - [)Р-l, получаем

" .. . 1
sш лр = . 1 -/-Ql •

Здесь

" ' , Ql==Ell"'::"'«(Jl)21/PO~(J2); (19)
:t · _~ ,r "

Е, о' -соответственно модуль Юнга и' коэффициент Пуассона.

Негрудно показать, что

3 1 - (a1)2 4
т < [_ а2 < 3 • (20)

Отсюда видно, что изменение коэффициента Пуассона на величину парамет­
ра р влияет незначительно. Если же {j = Е/El изменяется от О до оо , то

1 1
величина р изменяется от 2" дО О. Значения р = '"2 и Р = о соответствуют

. 1 -
граничным случаям задачи, а именно: р = "2 - задаче об осевом , сжатии

стержня, а р = о - задаче о давлении жесткого штампа на полупрост­

ранство.

В случае трансверсально-изотропных материалов особенность будет

такой же, и для определения параметра р получаем уравнение

1
sin:np = . 1+Q2 • (21)

Здесь

. AJl (v: + v~) АllАsз"":" АIз
~= . ~~

Ан (v] + vз) А1 А! ' _ (А 1 )2 '
. 11 33 . 13

где Аи - модули упругости, а V1, v2 --: определяются из уравнения

AllA44V 4 + [А18 (А18 + 2А44) - АllАзз] v2+А~зА44 = О. (23)
При решении температурных задач для системы цилиндр - полупро­

странство аналогичную особенность имеет температурный градиент дТ/дг.

Параметр р, характеризующий ее величину, определяется из уравнения

. 1 ( ' 1 2) 24sш яр = ] + Qi ,! =, . ( )
Здесь

Qз = 'А/л'~, о, = 'АzАIГА~'А (25)
соответственно в случае изотропных и трансверсаЛЬНО-ИЗ0ТрОПНЫХ мате-

1 '
риалов, где 'Ах' 'Ах - коэффициенты теплопроводности в направлении оси

OZ;' 'А, f...l - отношение коэффициентов теплопроводности в направлении оси

02 и перпендикулярном к ней.
, . -
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Следует отметить, что в работах О, 2, '7, 8] решены задачи о совмест­

ном кручении цилиндра и полупространства. В граничньu точках спая

основания цилиндра с полупространством касательные напряжения Тег

_l-+p ' .
также имеют степенную особенность вида (1 - р2) 2 • Параметр р удов-

летворяет уравнению

sin пр = 1~ Q, ' (i = 5, 6), (26)

где

Qб = Щ(]I, Q6= V A44A66/A~4A~6 (27)
соответственно в изотропном и трансверсально -изотропном случаях мате­

риалов; а, 01 - модули сдвига.
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И. А. Нищенка

ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ

ДЛЯ ОБЛАСТИ С БЕСКОНЕЧНblМ РЯДОМ

ОДИНАКОВЫХ ОТВЕРСТИЙ

. Рассмотрим задачу термсупругости для бесконечной области, ослабленной
бесконечным рядом ' одинаковых криволинейных отверстий. Расстояние

между центрами двух соседних отверстий равно 1. В случае пластинки счи­

таем, чтр .. ее торцевые плоскости теплоизолированы. Через поверхности,

ограничивающие область, происходи т теплообмен с внешней средой по

закону Ньютона. На ....бесконечности задан однородный тепловой поток интен­

сивности q, направленный под углом ct к оси Ох.

Внешнее силовое поле отсутствует.

Начало системы координат поместим в центр одного ' из отверстий,

которое назовем основным, а ограничивающий его контур обозначим через

Lo• В дальнейшем для упрощения выкладок будем считать, что оно симмет-
рично относительно осей координат. .
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