
(41)

Последнее равенство получено заменой cos е = 11 и использованием од.

ной из следующих формул [7] для многочленов Якобц PC;;f3 (х):

(1- х) P~!!..1 (х) = Р; (х), (1 + х) P~::; (х) = Р;Г (х).

,Учитывая рекуррентную формулу (8.961) работы [4], получаем

nP~~1 (х) = C~~ (х) + C~~~ (х).

]И, наконец, использовав формулу 10.9 (18) работы [3], для многочленов Ге- .
.генбауэра C~) (х) окончательно получим •

Sm (у) = m-1
[Сm-1 (у) + Сm':"2 (у)] Уу (т = 1, 2, " .),

[..!..n] (3)2 (_1)m_

С. (у) ~ ~ ( I )2 .~ (2y)~"" (n ~ О, 1, 2, ... , С-О (у) = О),
=0 m! 2 n:'-2m

Таким образом, мы п'ришли к выводу, что приближенное решени~ урав

нения (14) выражается через тригонометрические функции.
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УДК 539.377

Я. И. Бурак, И. В. Огирко

·ОПТИМАЛЬНЫЙ НАГРЕВ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
С ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ МАТЕРИАЛА

При осесимметричном нагреве цилиндрической оболочки постоянным по тол·

щине температурным полем система уравнений термоупругостн [4] сводится

к одному разрешающему уравнению, записанному относительно функции

:прогиба W и температуры Т:

d2
( d2W) ,Fo=crx E1dx2

1
+.4p4E_l(Wl-еТ.(ХlТl) =0,

, Т. W , ., Е.. (Т) .,- .. ' а (Т)
где Т1 = ТО ; W1 = R ; Е1 (T1 ) = ----в;- ; (Хl (Т1)-= ~;

Е (Т), а (Т) - зависящие от температуры' модуль упругости и линейный
коэффициент температурного расширения; Вт. = (ХоТо ; Ео - некоторые

характерные значения характеристик материала и температуры; v - коэф-
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Ь4

где "'1 = А -----Г-R.3
Р .

Ограничимся симметричными относительно сечения х -,0 экстремаль

ными решениями задачи.Будем предполагать, что искомыефункции WH Т1 ,

Л1 удовлетворяют в данном сечении следующим условиям:

dW1 (О) = О d3Wl(~ = О
dx 'dx3 ,

dT1 (О) = О dЛl (О) = О
dx 'dx '

(4)

Найдем экстремальное температурное поле, которое достигает своего

максимального значения, равного ТО, в с~чении х = О. При этом на· крае

оболочки температура равна нулю. Кроме того, будем требовать гладкости

функции Т1. п~и Х . 1, т. е. примем

(5)
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(7) -

(6}

WJ{+I - Wli_ 1

2h1

d2WJ{ WIi_ 1 - 2W 1l+ 2Wli+ 1

----CIXГ ...:... h2
1

В случае свободной на краях оболочки

d2W1 (1) =0 d3 W1 (1)
dx2 , dxЗ = О.

Используя второе уравн~ние(3), а также уравнения (5); (6), получаем

d2Лl (1) = О d3Лl (1) = О
dx2 'dxЗ •

Аналогично получаем граничные условия для функции 1.1' когда края обо

лочки жестко защемлены или шарнирно оперты.

Сформулированная краевая задача для системы нелинейных диффе

ренциальных уравнений (3) здесь решается разностным аналогом метода

типа Ньютона - быстро сх:одящимся итерационным методом релаксации,

позволяющим эффективн;о применять ЭВМ [3]. Методика решения состоит

в следующем.

,Разбиваем область ,о <: х <: 1 оболочки на N равных частей с шагом

Ь1 = 11N. Дифференциальные операторы в системе уравнений (3) аппрок

симируем конечно-разностными симметричными выражениями [3] с пог-

решностью о (ЬТ), в частности,

dW li
----сгх

для прогибов W\'p, температуры

в точках разбиения определяются по

Таким образом, получили систему нелинейных алгебраических урав

нений относительно значений WJi, T1i, 1.11 В точках разбйения отрезка

(о, 1), в которую входят также точки, выходящие за отрезок справа и слева.

Значение искомых функций в этих точках выразим через их значения во

внутренних точках с помощью условий симметрии (4) и граничных усль

вий (5) - (7) после их аппроксимации соответствующими конечно-разност

ными выражениями высокой точности [1] с погрешностью о (hi).
Начальные значения искомых функций задаем в виде

(О) , N2 - i2 (о) N2 - i 2 (О) (О) t ( i )
WIl = N2 1, ТIi = N2 ,Лli = (8т. - WIi) 2р4 1- N.' (8)

где l - постоянный множитель.

Последовательное приближение

Т(n) Ф ~ (n) О 1 2 .1I И унКции ....Н, n = , , , ...
формулам

(9} ~

W(n+ 1) - W('!) R F· [W(n) T(I:>]/F' [w('!)]
Jt - ]t - 1'-'1 О ]" 1, О It,

T(~+I) - Т('!) R F [W(n) т(n) ~ ('!)]/F' ['Т('!)]
It - 1, - 1'-'2 2 It, Н, .... ,t 2 ]t,

~ (n+1) _ ~('!) R F [T(~) ~ ('!)]/F' [~(n)]
....1' - r'l' - 1'-'3 3 lt, .... H з .... J{,

где Fo [Wli] - оператор релаксации, получающийся ПР,остым ди~ерен.

цированием оператора невязки Fo [WIi, ТIi] по W1I; F2 [TII], Fз [1.11] 
операторы релаксации функций Тli и ЛJi соответственно; Р! (i = 1, 2, 3) 
параметры релаксации.

При 8,1 < ~I < 1 процесс называется нижней релаксацией, при 1 <
< ~, < 1,5 - верхней и при ~I = 1 -простой, Если начальные значе

ния функций (8) недостаточно близки к точным, рекомендуется сначала

пользоваться верхней. релаксацией, а потом переходить на нижнюю. Про

цесс приближений по формулам (9) продолжается до тех пор, пока не дос

тигнута необходимая точность, т. е. пока относительная погрешность

всех функций в каждой из точек -не станет меньше наперед заданного

числа 8,
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TlТo б

T~~L\ 0,5 .

о й5 l/a о ад z/a

о

Используя полученные по известным формулам [41 безразмерные про
гиб W1 и температуру T1, с помощью формул численного дифференциро

вания определяем осевые (1z= Gz Ео(l.,оТо и кольцевые (1(3 = а(3Ео(l.,оТо напря
жения в оболочке.

ff

о 1425 од

Рис. 1

0/5 l/a о 425 од Ot75
Рис. 2

z/a

для расчета экстремального температурного поля и термоупругого

состояния составлена программа на языке ФОРТРАН применительно к

транслятору ЭВМ «Минск-32». Эта программа применима для произволь

ной зависимости от температуры характеристик материала Е, (1." а также

различных условий закрепления краев оболочки.

о

T~J
0,5~

о од z/a
гц

о

Т;~. J
0,5

О. 0,5 za

D Ot25 од

Рис. 3

Ot75 l/a о Ot25 lЩ

Рис. 4

475 z/a

Количественные исследования экстремальных температурных полеи

и соответствующих им напряжений производились для оболочки из металла

Х18Н10Т. Температурные зависимости функций Е и (1., представлялись ли

неиными

Е Т а Т
-Е = - О,43-т + 1,043, - = 0,42 -т + 0,973 (10)

о о ао о
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и' квадратичными

Е ' (Т )2 Т
Е = ---' 5;2 т + 5,9т + 0,97, '

о· 0.0 (11,

~ = 0,3 ( fo )2 -0,6 ~ + 1,04

полиномами. Расчеты производились для трех условий закрепления и не

скольких значений параметра р оболочки при v = 0,3. для определения точ

ности полученных результатов оболочка разбивала.сь на В. и 16 частеЙ,а е

изменял ось от 0,01 до 0,001. РаЗНОСТЬПОЛУIJенных результатов не превы-
шала 4%. '

Экстремальные температурные поля и напряжения для свобрдно опер
тоЙобо.iIочкипри р = 10 приведеI:IЫ на рис. 1. Сплошная линия соответст

вует линейной~ависимости температурных характеристик (10), а штрихо

вая - квадратичной аппроксимации (11). Постоянным характеристикам

Е/Ео =0,75, r:xJao = 1,12 соответствует штрихпунктирная линия.
На р'ис. 2-4, которые соответствуют свободной, жестко защемленной

и шарнирно опертой по краям оболочке, представлено влияние параметра

р на температурныеполя и напряжения в предположениилинейной зависи

мости (10) температурных характеристик. Кривые 1, 2, 3 соответствуют па
раметрам р =5; 10; 15.
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При исследовании наДе2КНОСТИ работы теплоэнергооборудовання в пусковой

период ставится задача определения реальных нестационарных темпера

турных полей и напряжений в его деталях. Проводимое. при этом экспери

ментальное изучение нестационарных температурных рел{имов оборудова

ния ограничивается преимущественно измерением температуры необо

греваемой наружной поверхности узла или детали, так как измерение

температур по толщине рабочей детали в ряде случаев затруднительно и'

нежелательно из-за ослабления ее в прочностном отношении, связанного

со сверЛi~НИЯМИ под термопары на различную ее глубину.

Аналитическое или численное определение нестационарныхтемператур

иыIx полей с помощью решения задачи теплопроводности в обычной поста

новке [6] применительно к таким деталям не находит широкого практиче

ского применения из-за неопределенности условия теплообмена и КQЭф-
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