
ПО.!С'ГановкоЙ формул (11) в (9) находим связь между граничными вели

ЧВRЫШ основной и сопряженной задач. Как видно; деформационным усло

ВНЮf основной задачи соответствуют статические условия сопряженной и
ЕаО6орот.
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ОБ одноМ СПОСОБЕ РЕШЕНИЯ
ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО РОДА,

ВСТРЕЧАющихея В ПО,РИИ УПРУГОСТИ

Рассмотрим уравнение
1i k (x~' у) qJ (у) dy = f (х),

~I

полагая

'хl -< 1, (1)

2 00

k (х) = л Sк (t) cos xtdt, К (t) = О (t-I), t -+ 00. (2)
о

Если правую часть разбитьна четную (+ (х) и нечетнуюf_(х) составляю

щие, то вместо уравнения (l) можно записать
, . 1

.\ [k (х - у) ± k (х + у)] qJ± (у) dy = f ± (х), О -< х < 1. " (3)
о

Исследуем уравнение для четной qJ+ (х) составляющей.Введя обозначение
1

Ф (t) = ~ sqJ+ (у) cos tydy, (4)'
о

пероое уравнение (3) можно записать в виде
00

Sф(t)К(t)соsхtdt=f+(Х), х<l. (5)
• ' о

Обращаяформулу (4) и присоединяя ее к (5), приходим к парному уравнению
00

sФ (t) к (t) cos xtdt = t+ (х),
о

00

х< 1,
(6)

Jф (t) cos xtdt = О" х> 1.
о

2* l~



(8)

(10)

(11)

(12)

равной К (х, 1),.

tBe~eM полученное парное уравнение к ура~нению второго рода. для
этого доопределим :второй интегральный оператор . в (6) следующим обра-
~:. '. ~

00 !

rф (t) cos xtdt = ~ + r tIjJ (t) dt, х < 1. (7)
.J 1 - х2 .J У (2 - х2

О Х

Это позволяет выраз!iть функциюФ через новую неизвестную 'Ф по фор-
муле .' -

!

Ф (t) = A.fo(t) +.\ .'Ф (.) Jo (.t) d•.
а

ЗдеСJ:> Jo (г) - функция Бесселя; А - произвольная постоянная.

На ОСНQвании (21 можно записать

K(t) . , yr! [l+r(t)]" r(t) = 8(1), t-+oo. (9)

Постоянную у будем считать равной единице, ЧТО,' как легко убедиться, не

ограничивает общности. .
Продифференцировав обе части первого уравнения в (6) по х, подставим

в него (8) и (9). В результате получим

f;~2(~d:2 = - f~ (х) - ~ r (S) sin ~x [AJo (~ + .~ .'Ф (.) Jo(~) d.] ds·
~ а о

Обращая оператор, стоящий слева, приходим ~ интегральному )'равне

нию второго рода

! ,

'р (х) + .\ к (х, t) 'Ф (t) dt = - АК (х, 1) - f* (х),
а

00 х ,r 2d (' {+ (1)&
К(х, t) = ;\ sr (s)Jo (sx)Jo (st) ds, f* (х) = nx Ш.) Ух2 _ f2

о о

На основании формул (7) и (5) справедлива следующая связь между реше

ниями уравнеlIИЙ (3) и (1 О): .
!

А r tф (f) dt
СР+ (х) = J!l _ х2 + , Vta-x2 •

х

Для определения постоянной А следует представить решение уравне

ния (10) с учетом структуры его правой части в виде

'Ф (х) = А'Фа (х) + 'Ф1 (х),

где 'Фо (х) - решение уравнения (10)' с дравой частью,

а 'Ф1 (х) - С правой частью, равной f* (х).
. Интегрируя (11) в интервале (0,1) и учитывая (12), получаем уравнение

для определения А: .

[

! l! . . !
А 1 +\ t'Фа (t)dt I +\ t'Ф1 (t) dt = ~ .\ СР+ (х) dx.

о о о

При этом следует иметь в виду, что интеграл в правой часТи имеет определен

ный механический или физический смысл и должен быть заданным (в кон

тактных задачах это величина прижимающей силы).

для решения интегрального уравнения (10) применим прием, указан

ный в работе [6], согласно которому решение следует искать в виде ряда по

i\lногочленам Лежандра:
00

. 'Ф (х) = ~ 'ФтРт (1- 2х2).
т=О

(13)



!

tn = Sxt (х) Рn (1 - 2х2) dx,
О

~lЯ коэФtшциентовприведенного разложения получаем бесконечнуюсис·

~-

00

аnm . Sr (t) J 1+2n (t) Jl+2m (t) dt.
о

~"'Штывая выражения (13) и (11 ),решение исходного интегрального урав"

нения ПО.lучаем в виде

(х) = А + V 'Фm (- 1)m Т2m+1 (х) •
ЧJ+ -vт=xz L.J (2т + 1) х

" m=О

Здесь испол~зовалась следующая связь между многочленами Лежандра и

Шlогочленами Чебышева первого рода Тn (z):
!
(' tPт (1- 2t2) dt = (-- I)n т2п+! (х)

J уt2 - х2 2n + 1 х •
х

вытекающая из результатов работ [7, 8].
Аналогичные построения делаются и в случае нечетного варианта с той

TD.lbKO разницей, что получаемоепарное интегральноеуравнениеудобно ре

шать методом преобразующих множителей Нобла [5].
Для решения инт~гральногоуравнения (1) можно указать еще один спо

соб решения, пригодный в случае, когда представление (2) отсутствует, и яв

.1ЯЮЩИЙСЯ обобщением приема работы [9] на случай уравнений первого рода.

Рассмотрим уравнение (1) на другом интервале, т. е. рассмотрим урав

нение

:rr/2

J' k (х - у) ер (у) dy = t (х)
-1[,/2

(IXI< ~ , k(x) = k(-X»). (14)

Считаем ядерную функцию интегрируемой с квадратом, откуда следует спра

ведливость (в смысле сходимости в среднем) разложения

00

k (t) = ~ аm cosmt,
m=С

n

ат = .\ k и) cos mtdt.
о

(5)

в задачах теории упругости, как правило, имеет место представле-

ние

(16)

(17)

Разбивая, как и раньше, искомое решение на четную и нечетную составляю

щие, т. е. ер (Х) = ер+ (х) + ep~ (Х) и вводя обозначения

п/2

с± = r [COSmy ] () d
т, ~. ер± У у,

о s1П ту

:rt '/2 <Х""'-n .•

приходим К парным уравнениям

~amC~ [C~S тх] = t± (Х),
m=::О SШ mx

,i C;ii\ c~s тх] = О,
.m=О ls1П тх

(18)

21



л

Х<т'

Рассмотрим четную составляющую. Дифференцируя первое' уравнение

и учитывая (16), получаем

~(1 + dm ) с;; siп тх - - t+ (х),
m=l

со + I +
~ Сm cos тх = - СО ,

m=1

Для решения полученного парного уравнения воспользуемся формулами

[l] •

2У2 \е sin kq> sin~ dq>
Р!; (cos 8) = Pk- 1 (cos О) ---.:. Pk (cos О) = -- 2_

л . 1-
О -

(cos q> - cos 8) 2

n k . q> d
2 V2 (' cos q> SIП 2 q>

= - -л- ) 1 • (20)
о (cos 8 _ cos 'Р)2"

Применяя содержащиеся здесь интегральные операторы соответственно

к первому и второму уравнению (19), получаем

~ (1 + dm) ctp;;; (cos 8) = gl (О), 8 < ~ ,
m=1 .•

со ICoh (8),
2: c;f;p;;; (cos 8) =

m=l 'Ф (О),

rt
8>т,

. rt

8<2·

(21)

Эдесь
е • х.

. ,rn ~ '+ (х) sin-dx2 r 2 2-
gl (8) = - -п- 1 ; 'Ф (8) =

о (сО!' х - cos 8)2"

_ 2 v2 7(2, [q>+ (х) --:. ctJ sin +dx

п/ J 1 •
6 (cos8-cosx)2"'

(24)

(23)

(22)

8<2:..
2 •

n sin~dx 't

h (О) --:- 2~ (' 2 1 = ~ r ds - 2
" ) л j У! + sv:r=1- .

о (cos8~cosx)2 -1

Последний интеграл вычислен с помощью формул работы [7]. Первое урав

нение (21), очевидно, можнозаПИс<lть в таком виде:

со . +
'Ф (8) + ~ dmCrnP;;; (cos 8) = gl (8),

m=1

Исключая отсюда коэффициенты d путем обращения второго уравнения
(21), на основании свойства ортогональности [1] ,

.f Р; (cos О) Р;;; (cos 8) ctg-} dO = { ~, n. т,
о О, n =1= т,

щшходим к следующему интегральному уравнению второго рода:

п/2 !
1\J (8) + 5 к (8, а) сtgта'Ф (0') da = ctgo(8) + gl (8),

о

где

. "

. со

,2К (8, а)= ~ mdmP;;; (cos 8) Р;;; (cos а),
m=l

n !'
go-(8) == ~K (8,а) ctg'Z O'h (О'}да.,

nl2 '

22



(25)

а

n . Sf (t) dt,
2sin~

2 ер

~иула обращения

а. 8 а tS ctg 2"" d8 ...!.. f f(t)Sin2""d~ -

~ (cosqJ - COS 8)2 е (cos8 _ cost) 2

~ая из соотношения

t 15 ctgI 8d8 1 tn ЧJ'
qJ (cos qJ - cos 8) 2 (cos 8 - cos t) 2 2 sin 2'"" sin 2'""

8ре.!\craвляющего пеr.ефразировку в тригонометрических функциях форму

... (3.199) работы [4 , примененная ко второму уравнению (21), приводит

8: соотношению
х пJ2 8 .

sin - S ctg - qJ (8) d8
d2 2· +

<Р+ (х) = dx у2 . ...!... + СО , (26)
. Х (cos х _ cos 8) 2

О/язывающему четное-'решение интегрального уравнения первого рода (14)
с решением интегрального уравнения второго рода (24).

l{ля нечетной со~тавляющей парного уравнения аналогично получаем

IППeГральное уравнение-второго рода

nJ2

'Р_(х) + ~K(e, O')tg+'I'-,-(О'УdО'=g_(8), o<e<~~.
о

l"Jl:e , .. . -
00 - : :"

21( (8, 0') = ~. mdтP;!; (cos 8) P;h (cos 0'), pt (х) = Pk- 1 (х)+ Рk (х),
т=l

'. е' х

. . _ 2У2 5f- (х) cos 2'"" dx
g_ (8) - -n- 1 ' (27)

. . о (cos х _ cos 8)2"

и соответствующую формулу перехода от решения уравнения (27) к нечет

вому решению уравнения (14)
'Х е

. d cos 2"" rtg 2'"" 'Ф- (е) d8

<p~{x) = dx V2 .\ ...!.. • (28)
. Х (cos х _ cos е) 2

Решим ин:гегральное уравнение (24), а 'уравнение (27) решается анало
гично и на этом остаliавливаться не будем. Заметим, что согласно выр~же

нию (17)
Пf2

~=5~W~ ~
о

(31)

I 00

'i't (8) = gj (8) - 2"" ~ mdтyJj2P;; (cos 8)
m=l

n/2 ' . -

('IШ ~5 ctg ~ "'1 (а) Р;;; (сos а) оо) .

а это представлSIет 'собой, как и раньше, заданную величину. В соответст
вии со структурьй правой части уравнения (24) его решение представим в виде

'1' (е) = Co'l'o (8) + '1'1 (8); (30)
При этом'

23



(32)

n=l= m.

, ~f+ (х) = ....::.J fm sin 2mх,
т

Интегрируя с соответствующим весом уравнения (31), tiриходим к 'бес

конечным системам, ..
"1 00'

.I,(f) +_' ~ rnd- а .I,(f) , _ g(f)
'l'n' 2....::.J т nm.'I'm ~ n,

m=1 .. ' ..

11/2

g<,[> = I Р;;- (cOS е) gj (е) ctg ~ d8,
о

n/2 __" , ',...., , •r Р-( е) Р-( е) t е de, nAnm-тА тn '
аnm = J n COS т COS С gT, = n2_in2'

О

, I '
, - (' {Р; (хН2 2 А
аnn = J 1 _ х dx = -;(1 nn, Аnm = P;t' (О) Р;;;(О).

О

Формула для аnт (n =l=m) вытекает из формулы (2.5) работы Ш. Для

получения формулы� в особом случае (n = т) следует в (23) сделать зам~ну

cos 8= х, разбить после этого интервал интегрированияна два (-1, О) и

(О, 1) и учесть формулу Р; (- х)= (-е.I)n+l p;t' (х).В результате получим
1 1
(' {P;(x)J2dx, (' fP;t'(X)]2dx _..!..
J l-x +) 1+х - n ..
О О

Второе слагаемое в л~вой части ИСКЛЮЧlJМ, воспользовавшисьравенст

вом r IP;' (х)]2 dx = _ Р; (О) P;t' (О) r еР;; (х)] 2 dx

J 1-х n + J 1+х '
О ! ' О

полученным интегрированием по частям с учетом ФормУлы(2.3) работы [1].
Следует иметь ввиду, что ,

, ! ( 1) (' 1 1)
(

гl+-n г-+-n }
4УnУm • " 2 • 1 2 2 I

Аnm .. _ n+l'Уn = (1 1) S1П"2Лn ~ (1,) соsт лn

( 1) ,пит Г -+-n' г -n .. '
,2 2 , ,2 ,',

Эта формула является следствием формул (2.7), (2.8) работы Ш и (52) рабо
ты [2]. Аналогичн? можно П9ЛУЧИТЬ формулу

(0) 2_ ~ (-1)т d -1gn - ~;"-....::.J аnт т'Уmm •
"П m=1

Для преобразования коэффициентов q~) необходимо задать производ
ную правой части уравнения (l4).Эти'коэффициентынаиболее прос'rО будут

вычисляться, если указанная производная представлена отрезком ряда или

'полным синус-рядом Фурье. действительно, пусть

n
O~X~T·

,Тогда на основании формулы (22) получаем

gl (О) = - ~ f~Р2:п (соз 8)
т

и, следовательно,

,(33)

..
Важным моменТом riрирешении и исследовании ПQлученных бесконеч

ных систем является получение достаточно простых формул для коэффициен-

24



'1'00 Фурье ядерной функции k (х); Здесь полезны рекомендации, сделанные

• работе [9], где предложен аналогичныIй метод для уравнений второго рода.

При этом может оказаться полезным преобразование ВТОрОЙ формульt из

вида (15) к виду

1 :n:
аm = lii: ~ k' (t) sin mtdt, ' т = 1, 2, ... , (34)

О

интегрированием по частям.

ЗаметИ:М еще, что в том достаточно общем для приложений случае, ког

.Ja ядерная функция представлена в виде (2); ДЛЯ вьiчислениякоэффициен

roв аn полезно использование контурного интегрирования. действительно,

ОО.Jставляя формулу (2) в (15) и учитывая, что К (t) = К (- [), получаем
формулу ,

, ~ ~~

-',- _1 "К ( ') sin :n: (т + 5) d __1 \ К ( ) sin :n: (т + 5) d (35)
аm - :n:, 5 т+ 5 5 - :n: 5 т+ 5 5.

-00 ie-oo

(38)

(37)

(36)

(39)

Второе равенство законно, если К (5) не имеет особых точек на вещест·

венной оси и в достаточно мало. Если функция К мероморфна с полюсами

в точках S= Sk' то, и:спользуя теорию вычетов, получаем

К (5) Ie+I:n:s + e-i:n:SJ
- К( ) +L R +, - ,аm - т es + '

k S=='Sk т 5

2 {eZ, Imz>O, 2 {О, Imz>O,
где е+ = е_ =

О, Imz<O, eZ, Imz<O.
В случае же, когда функция I<.(5) имеет и точки ветвления, то к сумме выче·

юв добавляются интегралы по соответствующим разрезам. Например, если

ядерная функция взята в виде *
~

2 l' th a~ -
kf', (х) = -:-n J-а- cos axda,

о

то формула (36) приводит к результату

а = th m~ _ (- 1)m 2 ~ ехр 1-11:2 (2k + 1) (2~гI].
- т т ~ ~ m2 + 11:2 (2k+ 1)2 (2~г2

k=O

В соответствии с исследованием, приведенным в работе [1], достаточным
условием квази-вполне регулярности бесконечных систем (32) будет убыва

ние коэффициентов dm не медленнее, чем Q(m- I ). В этом случае (он, как пра

ВИЛО, имеетместо в приложениях)является законным применениеметода ре

;{укции. Применяя этот метод, согласно формулам (30), (31) и (33), получаем
приближенное решение интегрального уравнения (24) в виде

N

'IjJ (8) = ~ АmР;;;- (cos 8).
m=!

(40) .

.. к интегральному уравнению (I~) с ядром (37) приводится антиплаская (сдвиговаSl}
ковтактная задача для упругого слоя.



(41)

Последнее равенство получено заменой cos е = 11 и использованием од.

ной из следующих формул [7] для многочленов Якобц PC;;f3 (х):

(1- х) P~!!..1 (х) = Р; (х), (1 + х) P~::; (х) = Р;Г (х).

,Учитывая рекуррентную формулу (8.961) работы [4], получаем

nP~~1 (х) = C~~ (х) + C~~~ (х).

]И, наконец, использовав формулу 10.9 (18) работы [3], для многочленов Ге- .
.генбауэра C~) (х) окончательно получим •

Sm (у) = m-1
[Сm-1 (у) + Сm':"2 (у)] Уу (т = 1, 2, " .),

[..!..n] (3)2 (_1)m_

С. (у) ~ ~ ( I )2 .~ (2y)~"" (n ~ О, 1, 2, ... , С-О (у) = О),
=0 m! 2 n:'-2m

Таким образом, мы п'ришли к выводу, что приближенное решени~ урав

нения (14) выражается через тригонометрические функции.

ЛИТЕРАТУРА

f. Ба6лоян А. А. Решение некоторых парных уравнений, ветречающихсяв задачах теории
упругости.-ПММ, 1967,31, Н24.

2. Бейтмен Г., Эрдейк А. Высшие трансцендентные функции. ГипергеЬметрическая функ-

ция. Функции Лежандра. М., «Наука», 1965.' .' .
З. Бейтмен Г., Эрдейu А. Высшие трансцендентные функции. Ортогональные многочлены.

1\1,., «Наука», 1966.
4. ГрaiJшmейн, И. С., Рыжик И. М. Таблицы интегралов, сумм,рядов и I!роизведениЙ. М.,

Физматгиз, 1962. .
5. Коренев Б. Г. Введение в теорию бесселевых функций. М., «Наука», .1971..
6. Попов Г. Я. О сведении интегральных уравнений теории упругости к бесконечнымсис-

темам.- ПММ, 1972, 36, Н24. ,
7. Попав Г. Я. Заметка о многочленах Якоби.- Мат. исслед., 1972, 7, Н2 2.
8. Попов Г. Я. О применении многочленов Якоби к решению интегральных уравнениЙ.

Изв. вузов. Математика, 1966, Н2 4.
9. Попов Г. Я. об интегральных уравнениях теории упругости с разностными исумма~

ционными ядрами.- ПММ, 1970,34, Н24.

Одесский

,университет

Поступила в редколлегию

5.Х! 1974 г.

(1)

УДК 539.377

Я. И. Бурак, И. В. Огирко

·ОПТИМАЛЬНЫЙ НАГРЕВ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
С ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ТЕМПЕРАТУРЫ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ МАТЕРИАЛА

При осесимметричном нагреве цилиндрической оболочки постоянным по тол·

щине температурным полем система уравнений термоупругостн [4] сводится

к одному разрешающему уравнению, записанному относительно функции

:прогиба W и температуры Т:

d2
( d2W) ,Fo=crx E1dx2

1
+.4p4E_l(Wl-еТ.(ХlТl) =0,

, Т. W , _, Е.. (Т) .,- - - ' а (Т)
где Т1 = ТО ; W1 = R ; Е1 (T1 ) = ----в;- ; (Хl (Т1)-= ~;

Е (Т), а (Т) - зависящие от температуры' модуль упругости и линейный
коэффициент температурного расширения; Вт. = (ХоТо ; Ео - некоторые

характерные значения характеристик материала и температуры; v - коэф-
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