
ТJ"> И определи..м и~ ур~вн'еiiий C~); (~) дри краевых у;словиях'; - (,
(;\Л ~ О r(j) - о на S р!П - ~i()n ~ о r(j) - о на S._,

, - , ,n - l' L - Lj j -.' . -,о 2'

--'{/f}) tx,~: О)' : o~иy)(x,~: О) ~6: Т(Л (;, ~:'O)' : О,' r(j) ;(X,~s,"-o)" о'. \. (22)

, "У"нiТЫвая. чТО X~ =б:(х j:" :~).&',(T)1\ii,' ш' 'O;I{на.йден·iIь~е величины
U~j) f!. ~),' из урав,н_е~,i{я, iз~,Щмности 'ПРИХО,Диif I( уравнеf!ИН{ ." . . '.. '

'.Uj '@. Т) +-T,и~(~; 1:) =SdVfXj(X, 1:~~o) lo~UV),(~~~~'~.,to)~'t'o'~
Q О

. ! .
" '... .•.• ,Х '. ". , .. " '--' . :...., .'0 ..•••

'-+JdV~,ш'(х,' 't' - ~~) l~r(j).(~;',{' T~)~~o:j-,

х

.-1:'. 5·dS-S Р; (х!
s. о

. (23)
~ ." - .'

.. ~':. ~.

" ,~Ли ~. d,d fr(J1 ~~,~, ~~. T~) т.~(x, то) dTo~
ii. ,.', 5 t · ,', - 'О .. '. . ~ ,_l <. " _. -.' ~ ..., -,

, ;.;

I:де t.1I . -, 'Гр н'! S~•.·1{Отор~щ вместе с уравнением, (21) riреДставляет.~урэ.вне,.
иие МаЙЗeJI я для ОQобщенцых дицамич.еских; .задач теР!>fОУПр.угостИ... ..
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ДИФРАКЦИЯ, УПРУГИХ ВО,ПН ИЗГИБА

НА. ДВУХ КРУГОВЫХ ШАКБАХ,
ВПАЯННЫХ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНУЮ ПЛАС'ГИНКУ' ,

, O~'f .'

nOC'f~HOBKa.зад~чи и ее рещеl'lие. Ра.с,,:мотримбесконечнуютонкую трансвер

саJI~НО-ИЗОТРОЛl~УЮпластинкус вщщннымцдвумяжесткимикруговымишай

бами радиуса R" центры которых размещены по оси х на рассТQЯНИИ &.
В центре каждой шайбы поместим начало полярной. системы координат 'k,
()k (k -:. 1, 2). В рамках теории типа Тимошенко задача 06. устащ)виl3ШИХСЯ
колебаниях 'пластинки сводитСя к решению трех уравнений: ,Гельмгольца
{4, 51;:.' .,. . , .

где

- - --
~Wl+a2,wi = О; ~Ш2 - ~2Ш2 = О; . '

ЫD~,\,2ф '9,' ,,",
• ,"о, ,;

(1)
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2 2 2Е 2 k'G h2 Е
,,2= e(l-v) (t-WJI); CI=p(l_v2); Сз=Т; В= 3k'(l-V2) 0;:

00 • Сl. Л Л I д2
•

(i)l = -, Со = - , Рl = L1 - 2'" (f2 t W - функция прогиба; Ф - функ.,
,'С1 СЗ cl ~

ция сдвига; Е -модуль Юнга в плоскости пластинки; а2 - модуolIЬ сдвига

в направлении, перпендикулярном к плоскости пластинки; k' - коэффици.;.

ент сдвига; v - коэффициент Пуассона; /)" - двумерный оператор Лапла

са; р - плотно::гь пластинки. При этом прогиб W и углы поророта У, и УI)

через функции W и Ф выражаются так:

- -w = ш- e/)"lw;
д;; 1 дФ

Y'=-7iГ+-Гае;
I дw дФ

Уе =- ,ae-дГ', (2)

Пусть в данной пластинке в положительном направлении оси у распро

страняется изгибнаяволна вида

"",
iiЛl) ~ ~o ~ {Вn [1 + (:- Нnl cos n82+ i [1- (- 1)n} sin n82} Jn (Ш"2) е-{6Л,' (з)"

=0

вызванная периодически изменяющеи.сяво времени нагрузкой и приложен-
, • • 3 1
нои К пластинке на достаточном удалении от включении. десь Во = Т" ВN ,

= 1 (n -::/= О); (i) - круговая частота возмущающей силы; Wo - амплитуда

, волны; l' - время. " ,
Встречая при распространении преграду в виде KpyrOIJbIX шайб, плоская

изгибная волна (3) рассеивается и тем самым создает вокруг неоднороднос

тей дополнительные напряжения. Рассеянные изгибные ВQЛНЫ в локальной

полярной сис~ме координат ('k' 8k), с учетом симметрии задачи относитель

но оси у, описываются соотношениями

;(S) = ~ ([anH~I) (a'i) +cnK~ Ф'l)} cosn81+ [bnHA1)(Ш"l)+ dnKn Ф'l)} sin n81+
n=О

+ (- l)n [anH~I) (Ш"J + СnКn (Р'2)] cos n82 + (- 1)n+! [bnHA1
) (W2) + '

+ dnKn (~'2)) cos n82 }, (4)

ф(S) = ~ {[qn cos n81 + fnsin n81] Кn ('\"1) + (:- l)n+1 х
n=О

х [qncosn82-fnsinn82] Кn (У'2)}'

где H~) (z) ~ функция Ханкеля первого рода (ее индекс в дальнейшем бу
дем опускать), Кn (z) - функция Макдональда. Здесь и в дальнейшем мно

житель e-{OO~ опускаем для сокращения записи.

Решен_ие (4) выбрано в соответствии с принципом излучения. Полное

смещение w срединной поверхности пластинки, содержащей круговые неод

, нородности, можно записать как сумму вкладов падающей и рассеянныIx волн:

; = ;Л') + ;(S). (5}

Неизвестные коэффrщиенты аn, ЬN , СП, dn, qn, 'N в выражениях (4) опреде

ляются из условий, заданных на границе спая включения и пластинки.

Граничные условия. Лод действием падающей волны изгиба включения

будут перемещаться как жесткое целое. Обозначая нормальные перемещения

шайб и ИХ повороты через W(k), ,&~k), i}~k), условия на границе ('k = R) спая
шайб и пластины можно представить ввнде

W=W(k);

(k) -,,(k) 8 A(k). 8 (k) Д( k • а -,,(k) 8 (6)
"(, = - иl COS k - и2 SШ k; '\'6 = и'! SШ vk -,- и2 COS k'

8



(7)

в случае установившихся колебаний W·(k) , ft\k) , ft~k) 'определяются фор'""
ЫУ.'I8УИ

2п

w'k) = - 2 hR! 2 r N~k) d8k + R[-(}~k) cos 8k + ft&k) sin 8kl;
1t роОО .1

о

2п

A,{lk ) _- _ 2' \' [M(k) 8 M(k). 8 Jd8
u' (!) г COS k -. ,г8 sш k k;

nhR3pow2 1+3" h~ о

2п

б~k) = (2 1 )' \ [M~k) sin 8k + M~~ cos 8kJ d8k ,

nhR3POro2 1 +3" h~ о

Гае 110 = ~; Ро - плотность шайбы.

Произвольные постоянные в решениях (4) можно определить, удовле

творяя граничным условиям на любом из KOHTypOBLk, например, на L 2 , ко

торый примем за,основной [2]. для этого, используя теорему сложения ци

.1нндрическихфунКциЙ Ш, решения (4) запишем В системе координат (г2,82).
После некоторых преобразований получаем

~s) = ~ {[(_l)n anH~ (аг2) + (- l)n СnКn ф(2) + e~S~)Jn (аг2) +
n=о '

+ enQJ')/ nфгJ] cosn82+ [(_l)n+1 ЬnНn (аг2) +(- l)n+l dnKn(~r2) +
+ S~)Jn (аг2) + Q~2)/n(~f2)] sin n82}; (8)

ф(S) = ~ {[(_l)n+1 qnK~ (уг2) + enp~2) /~ (уг2Н cosn82 +
n=о

+ [(- l)nfnKn (уг2) + ~1)Iu{,\,f2)15in n8:!,}.

Здесь введены обозначения:

S~I) = ~ ар [Нр-n (аб) + (- 1)nНр+n (аб)];
р==о '

S~2) = ~ Ьр [Ijp-n (аб) - (- 1)n Нр+n(аб)];
р=о

Q~) = ~ Ср [Кр-n (Вб) +(- l)n Кр+n (Вб)I;
, р=о

Q~) = ~ dp [Кр-n (Вб) - (- l)n Кр+n фб)];
р=о

p~2) = 2:; qp [Кр-n (уб) + (- l)n Кр+n (уб)];
р=о

(9f

p~) = ~ fp [Кр-n (уб) - (- l)n Кр+n (уб)].
р=о

ВЫПОЛI1ЯЯ вычисления в соотношениях (7), для основной шайбы находим

, '. n)
ft1 = а {a1a 2H1 (aR)~ с1В2К1 (BR) + fl'V2K1('VR) -SI a 2J1(aR) +

+ Q\I)B2/1 (~R)'-:: p~I)'V2/1 ('VR));

'62 == а {Ь1а2Н1 (aR) - dlB2Kl (ВЮ - Ql'V2K1('VR) + (2iwo+ S\2» a 2J1(aR)-

- Q~2)B211 (BR) - p\2)'V2/1('VR)}; (10)
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w··.· l:~~'!t:rаоаЗНl (aR) -~~~ЗКl (~R)+ (%+~S&I»)a8Ji(aRY+ ~Q&I)~зll(~~Й+

+ и ([ala2~1 (aR) --:- Cl~2Kl (~R)+flY2Kl(yR) ~g/)a2Jl (aR) + Ql')~211 ФR)-
(1) -. " .

- Р) У211 (yR)] cos 82 + [b1a 2H 1 (aR) - dl~2Kl (~R) - QlY2K2 (yR) +
• - (2) (2) . . (2) ••.+ (2tWo+ S[ )a"/l (аЯ) -QJ ~211 ФR) - Р} У211 (yR)] sш 82}.

(11)

'Где

_ ....!.-- 1 - 'v 3. _ a,2R2 . '. ~"~2R2 •

и - 3. hR(j)~ hO~'. ~2 - 1 - 'V '. ~2 - 1,. ,,'

аз '(a2'~ roЪ aR;' <~8 = ф2 + roi) ~R;f.L: .' .2...:
. ~

Подставляя выражения (8), (10) в .граниiiньtе условия: (6), t поло/чаем

~H~ 1)п[аn a}li,'(aR) + cn~lK~ (~R)] + [(1+ (- 1)n);о +S~)]BnalJ~«(:tR)+
д=1) I .~'-"'-" • \',. .' - •.• . .

. . ' (J) ." . . .' n+' ....',... .,+ en~IQnlni~R)}cOSt:L802+ ((-1) . [bnr1i1Hn(aR) +dn~IКnФR)J+
n .- 2 .' ". 0'0 о'. + [(1-(-1) ) tWo+ S~)] a1Jn(aR) + ~IQ~)ln (~R)} sin n82 = w;

"00 ..",- _ . '" ,'_,.. . _.; ,,". - - _.- ':.. .'. '.' ,~ '. - _

~ {(- 1)n [anRHn(аЩ+ cnRKn (~R) - f~nK~'(yR)] + [(l +(- 1)n) Wo+
·n=О .

, ,.

+ S~J)] enRJ~ ЩR) + enQA')RI~ (~R) ----: ~p~)!n(yR)} COS п82+
n '"{", ",.: ',',. . . ':., ~'- . .

+ {(- 1) +- [bnRHn(aR) + dnRKn ФR) + qnnKn(yR)] +

-+ Н1- (':--1)'n) i;o + S~2){RJ~ (~R) + 4~)kl~;@R) ~nf,nP~)/~ (уЯ)} sin n82 =

.. 'R{~lcos82+tJ'2sin.~~);~. - '. (12)

~ {(_l)n [аnnНn (aR) + СnnКn (~Я) ~IпRК~ (yR)] +
n=О

(13) .

+ [(1 + (- 1)n);о+S~I)] nenJn(aR) + nеnQ~l)ln'ФR)'~ RP~Y[; (уЯ)} sin n82 +
+ {(- l)n[bnnHn(aR) + .dnnKn(~R) +qnRK~(yRJ].~ [(1":'- (_J)n) /;;0 + g;>] х

х nJn(aR) - nQ~)1nФR) - e~P~)Rl~ (yR)} cos n82= R (tt1 sin 82 -tt2 cos 8J.
где а1 = 1+ еа2 - Вro~; ~1' . 1~ e~2 ~ eroi; tt1 : 'tt2 , w определяются выра

жениями (10), а через Z~ (z) обозначены производные щrлиндрических функ
ций по аргументу.:

ИЗ выражений (12) получаем две бесконечные системы алгебраических

уравнений для определения. постоян~ых аn , bri , ... , {n:
:, 00 ...., -

A(S) + ·C(S) + f p(S) + ~ l)n+Р A(S) + C(S) + f p(S)] •аn n СП ппп ~ (- [ар пр ср пр р пр = qns'
р=о

. .

bnB~) + d~D~) + QnQ~) +~ (--:- l)n+Р [bpB~~ + dpb~~ + qpQ~~] = рns
'p~o . .

(5 = 1, 2, 3; n = О, 1, 2, ~ ..).

Здесь A~), B~), ... , Pns являются некоторыми комбинациями ци~'индри
qеских функций. Можн6 показать [2, ЗJ, что· полученные системы относятся

к классу с определителями нормального типа, т. е. их приближенвое реше

ниеможно находить' методом'редукции. При этом граничные условия будут

У.J.ОБ.1Iетворены прибли~енно,



" ~Лолагая в формулах (10) ~ (13) параМетр'f.t = О, получаем,-резуJiьтаты

.для случаЯ",когда шайбы -зафйксированы 13 пространстве,

, ' По_и~в.естным формулам [4] определяем изгибающие моментыи перерезы
ваюiц~е усилия, которые зависят от частоты возбуждающей ёильi<о, а также

\ .от ан~зотропных свойств ,материала,.

В случае одной жесткой шайбы получаем

fMrk=~ = - ~ (1 + ~:) {~o [a2n~Rkl (~R) + (1 - ЕШ~) КО (~R)J +
, 2 " " .' ,

+6(1- EWI) [(1.+ af.t) К1 (yR) -уRК2 (yR)] cos е-
, 1 ".,', '

, .. , .'. .-

,: ~ 20 __ tWI)~2 i::1

[~R~(YR)~ I'RKn+l(yR)1 Кn (~R) cosne};

. [Nr]r=R= rt~R (1+ '~: ) {i:: ~RKl (~R) + :i ,[а1 (1 + af!) ~RK2 (~R) Х

, Х К1 (УЮ + (а1(1 +af!) K~ ФR) ~ a~~RK2 (~R» yRK2) (I'R)] cosе-
", 00 in+1 ' " '_ " ",

--' 2а1 S'~[(nКn CyR) ':""I'RKn+l (yR» ~RKn+! ф~),+
n=2

'+ n"iRKn@'R) K~+1 СуЯ)] cos nе} ; ,

~дe до = a~ (1 + !:) a~R2Hl (aR) К1 @R) - al~RHo (aR) Kl(~R) +
+ ~laRHl (aR) КО (~R);

д1 = а1 (1 + tIf.t) IPRH1 (aR) К2 (PR)'~ aRH2(aR) К1 @R)] К1 (~Ю:+
,+ tЕа2,( l+:~:)(lta~) !!i(aR),~i (~~)~a~~R.H~,(~~) K~ @~)+'

,+ P~dRH~' (aR) К~ФR)j'\'RК2 (I'R); ,

дn =ва2 (1 + ~:) nyRHn (aR) ~n (РЯ).К~+1 (~R)+', ,

+ [nKn(I'R) - уЯ Kn+I(yR)] [аlРЯН~ (аЯ) кn+l СРЯ) -РiаRНn+i(аR) КnфR)];
2 .. '. ~

2f.1.ho· • 4 "'R
'у) = 3-2-;' а1 = а1 + О'а2 ; Р1 = ~1 '- 0'~2; а = R!..; Ro = Т·

001' 4 + 3 о

Приведенные моменты Мг и усилия Nr отнесены к максимальному ~начению

момента в бесконечной сплошной пластинке M~ =а2(;Д.

JO $0 90 120 150 8

Рис. 1
JO .0 90 .;го ,150, fl

"Рис. 2

l}



fJис.3.

O'--------f-;:------
0,5

На рис. 1 покзззно для одной фиксированной шайбы измен-ение макси
мального значения изгибающего момента (МГ) по контуру спая 'шайбы с плас-

тинкой пря различных значениях безразмерной частоты: (йо = ;:~ -

= 0,01; 0,1; 0,5. Сплошные кривые пост

роены для изотропной (Е = 2 (l +
+ v) G), штриховые для трансверсально

изотропной (Е = 40 Gz) пластинки. Измене

ние изгибающего момента по контуру жест

кого' включения для различных значений

Ro = 0,5; 2; 5 показано на рис. 2. На рис;'3

приведены кривые изменения максимально

го перерезывающего усилия (N,) в зависи

мости от частоты возбуждающей силы (йо В

точке е = л; на контуре спая жесткой шай

бы с пластинкой из трансверсально-изотроп

ного материала.

для фиксированной в пространстве

шайбы с уменьшением частоты динамическийc.io
коэффициент концентрации для момента и

усилий неограниченно возрастает, что сле

дует учитывать при расчетах конструкций, работающих в условиях динами-.

ческих перемещенных нагрузок. В случае нефиксированного, вклioчения

усилия и моменты на границе спая при (йо -+ О будут уже конечными.
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Т. Л. Мартынови,:" В. B~ Божидарник

РАСПР.ЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ

В АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ

С НЕСИММЕТРИЧНО ПОДКРЕПЛЕННЫМ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ

Пусть срединная плоскость анизотропной пластинки занимает бесконечную

область 5, ослабленную эллиптическим отверстием L 1 , край которого не

симметрич:но подкреплен упругим стержнем так, что плоскость оси стержня

смещена от срединной плоскости пластинки на величину ~~. Будём считать,
что пластинка и подкрепляющий стержень не нагружены, а растягивающие

напряжения в удаленных частях пластинки ограничены. В этом случае плас

тинка испытывает изгибное и обобщенное плоское напряженные соС:тояния.

Будем исходить из области 5, заключенноймежду двумя конфокальны

ми Э.lлипсами L1 и L 2 , причем внешний контур удален в бесконечность. Это/
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