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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ

ОБОБЩЕННОЙ ВЗАИМОСВЯЗАННОЙ ЗАДАЧИ

ТЕРМОУПРУГОСТИ АИИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ

Теорема взаимности: Рассмотрим две системы величин: первая содержит мае- -
СОБые силы X f , поверхностные наГРУЗКII Pt. HcтoqНlIKH тепла w и поверхност

ный нагрев h, вызываемые Б анизотропном теле леремещення и/. и темпера

туру t; вторую систему соответствующих БелИЦII" отметИМ штрихами.

Уравнение uepsQA части теоремы взаимности, как нзвестно 12J, имеет
он,

\ (Xal;~XiUI)dV +1~iU; -Р;uJ dS + ~I/.I' (ё~/l-е)')dV =,0, (1)
Ь s о

где ~'J = Clfltr(1.lI.t; CI/k/ - упругие постоянные; а.ы - коэффициенты тепло

вого расширения; гц - компоненты деформации; Q - область интегриро-

ванил; S - nOBepXIIOCТ/;J. ограНIJЧlIвающая :тry 06n~C'l'b. _ . . . ',.
Для' rfoJJучения втОрой 'чаети теоремы вэаим!юсти рассмотрим уравне-

ние теплопроводности ~ -.' .

, ).0'.1'..:.... Cli .~-ti/JI/Jel/ -= ....... Jw, ~ >=.. (2)

').'//11 - cJt' - tr/Jl1Je;, = - lw', .. ',' (3)

, где 'J..;J'-; коэфри.ЦнентЫ reПJi~ПРОВОД~ОСТI!;, с--:-oqъем:н~я tе~л~мкостъ; 1 ,:1t
- д , ' ,..'" -".",. ,., . ' -+ "t",aт' "t",-Врем~ релаксации теп~овогос потока 111; 't- время; t,,-

темпераТ)tра_теЛа~в.недеф6р."М!р{)щнtнОм,состоянии;; ,\ ,". , ,~ • 1;'·:
Примеияя k-у'равнеНilЯМ (2), (3) преобраЗОfjаНllе Лапласа при однород

ных начальных условиях, получаем

).J.i{~ (o.в~i·(P,+'t~Pt') e(i +:c1p';+'.(~.61)! ~ (1 +~~p) w,
'J..ilf= t/JIJ(P + т,р')ё;,+ с(р + "t,p')'l'-(I +T,p)W'". .,. (4)

• . .'1.- _ '~1 •

УМИО)j{IIВ,п~роое ураВllеl;!ие систеМы' (4) на't~втЬрое-lIа- t. ·ВычтеМ.р'&э~Л·r.-
таты и проннтегрируем по объему Q, В результате получим ,~

..~IIJ (t.lfh' - l)i) ~,d~ - ~lit",(p.+ -с,р1) ~ (ёi' ;- ~?' ~_V + .

+(1 + Т,Р) r(ш/' -w'i) dV О . (5)

.при J<раевЫ,х УСЛОВИЯХ

, i (х, Т) ~ h(х, Т), (, (х, Т) ~ ,"' (х, Т); х Е S, Т> о.

. Сравнивая уравнения (1) 11 (5) и прнмен~я обратн~ пре06разованне

Лапласа, получаем уравнение, выражающее'об06щеННУЮ'теоре:му взаимнос
ти анизотрщlНЫХ тел:

-с' , • " .r r[ '"Ix. '.1 .
1".\ dS, р/, (~, Т - ~oJ,tu дто ' :- Pi (х,

S ,
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(' V r[х ( )[да; (х, '1:0) х' )[дщ (х; То)1d ' ,+ to J d '.\ / х, • -.0 о дто - i (х, • - .0,' о дто j:То =
Q О

t

= \ dV ~ [ш (х, • - .0) [о!' (х, То) - ш' (х, • - .0) 101 (х, .о)] dTo+
Q о

1:
+ Atj 5dS ,\ [h' (х, Т - То) I,n (х, .0) - h (х, • - То) (n (х, .0)] d.o' (6)

s о

Теоремы Сомилиано и Грина. Используя обобщенную тёоремувзаим~
ИОСТИ,докажем теоремы Сомилиано и Грина для анизотропных тел, дающие

возможность выражать перемещения и/ и температуру t внутри тел<\ через

распределения перемещений U1, нагрузки PI' температуры t и производной

от температуры ',n на поверхности тела.

Определим перемещения U1 (х, .), Х Е Q, Т> О. для этого выберем

силу х; = б (х - ~) б (.) бц, приложенную в точке Ш по направлениюоси
Xj' которая действует на неограниченную среду, причем ш'= О. Вызываю

щие этой силой перемещения и температуру обозначим через и;=

= И<;> (х, G, :т) и " = ти> (х, S, Т) и определим их из дифференциальных
уравнений

(') .. (~ (~

СijklИ/.lj (х, S, Т) + О (х - ~) о (.) Otj = рИ / + РиТ3 (х, G, .), (7)

AilT,~~1 (х, ~, .) = lo~и[~' Ij+с1Т(Л (8)
при однородных начальных условиях г

И~J1 (х, S, О) = 0,(;<;> (х, s, О) = О, T(j) (х. G. О) = О, ]'<Л(х. G. О) = О,

xEQ, Т= О, (9)
, 1 .(') . (/))

где elj = 2 (Иу'j + Им, 0(.) - дельта-функция Дирака, Оl/-~ИМВОЛ Кро-

некера.

Подставляя х; = б (х - s) б (Т) бjj , ш' = О и найденные из уравн€ний
(7), (8) перемещения и температуру в уравнение взаимности (6), получаем

.. r s· . диу1 (х, ;, То) dV'-
uj (G, Т) + .,и! (G, '1:') = J d.o X j (х. • - ·0) 10 дто

О g
1:

- i-.f d1:o~ W (х, 1: - 1:0) [от (j) (х, G. 1:0) dV +
о g

r r[ ди~П (х, s, То)+ J d1:oJ Pj (х, Т - '-0) 10 дто
О s

- ~:! .\1: dT Sи,n (х, 1:0) т(Л (х, ~, 1: - ТО) - h (х, 1:0) T~~ (х, 1;, 1" - .0)] dS, (10)
о s

где р~П = u~Jknk' uyJ - напряжения на поверхности S, вызванные силой х;.
для определения температуры 1 (х, Т), х Е Q. Т > О, выберем источник

тепла в виде ш' = б (х - G) б (Т), который действует в точке Ш. Вызванные

этим источником пе ремещения и температуру обозначим через И/ (х, S, Т) и

т (х, s, Т), которые определим из уравнений

- ~ -
Cl/kPk,lj(X, s, 1") = РИ1 (х, G, .)+~иT,!(x,~, Т), k, j, i== 1,2,3, (11)

ЛijТ,ij (х, S,T) = pi/lo!e;! + с11' (х, s, t) - о(х - s) [О (Т) + 1:,5 (.)], (12)
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при начальных Уиl0ВИЯХ

. .
И, (х, s, О) = о,;, (х, s, О) = О, Т (х, s, О) = О, i(x,s,O) = О, х, sЕ Q,. > О, (13)

., 1;" :.
где elj = т (Иi,j + И/,,).

Подставляя ш' = б (х - s) б (.), X~ = О и найденные из уравнений (11)
и (12)перемещения: и температуру в уравнение взаимности (6), находим

't

t (s, .) + .ri (s, .) = .\ d.o .\ w (х, .0) [Т(х, s, • - .0) dV~
о Q

't

+ Лl/ Jd·oS[t,n (х, • - .о) т (х, S, .0) - h (х, • - .0) Т.n (х, S, '"Со)] dS, (14)
о s

где р~Ш) = a~7)nj' (J~i) - напряжение в точках х E.s, вызванные тепловым

источником ш'; [о = 1 + .~O) -дд • Формулы (10) и (14) являются обобще·
'о .

,нием формул Сомилиано на обобщенные взаимосвязанные динамическ,иеза

дачи те(1моупругости.

Если функции Грина относятся к ограниченной среде, то уравнения (10)
и (14) упрощаются. Пу~ть ш'= О. допустим, что в точке 5 Е Q приложена

сила X~ = б (х - G) б (Т) бц, вызывающая перемещения и<;> и .. температуру
r<J)· Эти величины удовлетворяют уравнениям (7), (8) с начальными усло
виями (9) и .краевым условиям

иУ) (х, s; .) = О, ТШ (х, s, .) = О, уШ (х, ~, .)= О, ~ Е Q, • > О. (15)

Аналогично при х; = О перемещения Йl и температура Т, возникающие
от действия источника тепла ш' = б (х - G) б (t), удовлетворяют уравне

нияМ (11), (12), начальным условиям (13) и краевымусловиям

- - -
Иl (х, S, .) = О, Т (х, ~, .) = О, Т (х, S, '"С) =0, хЕ S, GЕ Q, '"С> О. (16)

Считаем, что величины uу\ T<J\ й
'
и Т определены. Тогда уравнения

(10) и (14) запишутся так:

. ';- .. r (' диу) (х, ~, ТО)
и/ (5, .) + '"C,ui (s, '"С) = .\ d'"CoJХ, (х, '"С- '"Со) [о дто dV -

о Q

'{'

- -+о- ~ d'"CoJw (х, '"С - '"Со) [ОТ<Л (х, S, '"Со) dV -
о Q

r r . )[ дрУ) (х, /;" ТО) dS +
~ .\ d'"Co.J и, (х, '"С - '"Со О дто

О s
't

+ ~~i .\ d'"Co \ h (х, '"Со) T~R (х, s, '"С - '"Со) dS,
о s

(17)
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(18)

(21)

т .

1«, Т) +T,i«, Т)_ JdT'J~(X, TO>lT(x, о' t-тО>dV-
. , '

, -
-IJdТ \Х (х т-т'{ dUI(X.~.To) dV+

D 0)1' 010 ~.

g .•. - '. • • ',.-

т

- ')..1/ \ dTO f /t(X, Т - то> Т.п (х, ;, т,) dS.
, s

Формулы (17), (18) дают возможность определить перемещеНIIЯ'Н тt.Мпе

ратуру внутри reлз, если Н3 поверхности его заданы перемещеНilЯ и темле

р,этурэ, н являются обобщелнем теоремы Грина 113 ,обобще~ные взаимосвя

занные ДннаМllчеСКllе задаЧII тсрмоупруГОСТII аНIlЗОТРОПIIЫХ тел.

Метод МаЙзеля. Предположим, что тело а, ограниченное поверхностью

$, подвергаетсядеЙСТDI!Юмассовых сил и источников]е[]ла. Найдем переме

\.ценил 11 температуру внутри тел, есЛи на части поверхности 81 заданы пе'ре

мещеНIIЯ Ut н нормальный градиент температуры h, а на части $, - поверх

.ностные CllJJbl Р! 1I температура То. причем S = 81'+ 82" для решения ЭТОЙ

задач!! используем доказанную выше теорему вэаимнqСТII. "
Олределиi.1 температуру " внутри тела: для· этого допустнм, ЧТО В точке

Е Е Q действует тепловой источник w' = 6 (х - Е) (j ('t), Х; = О. ВОЗНИt(JlЮ

щие при ЭТОМ пере.мещеиия Й1 "температура Т определяются IIЗ уравнений
J(и), (12)' с ~paelJblMil УСЛОВИЯ'МII .' ,

: U1-O, 1'... "",0 н8·51 , р;"""О, т=-о на 8"". (9)

й',(х, 0,0)-0', 'О, (х,о,о)-о, 1'(х,о,О)=О, f(x,<,O)~O, (20)

П~дставляя w""",' 6 (х - Е) {j (t),' xj ." О Н найденные й' и Т в уравне·
ине ,взаIIМIIОСТII,_ ПрlIХОДИМ к уравне.нию

т ' т

1«, Т) +T,i «, Т) ~ J dV j' '" (х, то> lT (х, о' ,,- ТО> dT, -1, J dV JХ, (х, Т-

- т '

-'t0>/0 дUl(~t, 'Ч) dTo+ ЛI/I,dSi Т (%' ~,Т-ТJ~о.(%, ,Jdтo -

т

-)..l/i.~JТ'(%' т,>1'..,(%. Е•• -'tJdто -
т _

-:- (о rdS ) Р, (х, 't - то> /0 ди, (жiko
t . 1"0) dT,:

i. ,
т

}ds r' 1 дщ(х, т.) d_+ /0 J р, (х, ~•• - 1(0) о бtO 1"... ,
Определим теперь перемещеllllЯ Ф. Пусть ш' = О в точке Е Е О. а мас

совая сила Хц = 6 (х - .~) 6 (1") fщ 11 наllравлена по ОСИ %" Возннкающие

npll этом перемещеиия и температуру обозначим соответственно через и?'.
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-гл н опре.nеJШ.М И~ ур~вне.iиЙ (7). (~) пр" Kp~eBЫ" У;СЛовня'С ..'.

uУ' ~ о, 7'Ii ~ О на S" р!Л _ alp., _ О, т'" _ О ,Н3 s"
-ui''(х,i.'О)'';О; V?>(i,.:o)';'6: ri>(;,i:O)~o: Т""(х,s,"О):"О, ' (22)

.. Учитывая, что х; = б,{Х....:..:..~) д (Т) rщ. w""", .0, и :найденные величины

l.f!' 1! 'ГI', из уравненi{я 8?зiiмностlt ПрНХОДИМ к' УР.38НСIIИЮ·- _. . .
"i«, <) ~<,u;«; <) - pvIХ,(х, <_...'.~Jl, aull'.(';.:~..,,,) d<,-

, -.. ,. _ _ ~.,;..... ~

.~+JdV } .w'(x. 't - TJ lor" (~:,.~:.•~·~~o:t-
. ,

дU}п (х, ~. То) I. r '"
т ---; ,To)lo ,,_. д'i'0' • . ~d"v ':""" dS) Р, ,.(-t~ ~- ТО>, Х ..

, ,
:х 1 'дщ (х: то)

~ -. Чtо ..

'. t - •

dto:+ "A/i Г. ~dS' SТо (х: ~- T~ ~~ (х," ~'. '"Со> dT~-
§~ /) -

......
i, ;.= 1, Z, Э,

.. ,
" '

(23)

"

ГАе t./t ~ {~ НЦ S~. ~oтopoe вместе с уравНениeJ.I. (21) представл~ет уРЗВIlе-.
Щ'lе. МаЙзе.'1Я для o~,:,-,-eHIiЫX ДIII~амич.сски~ ,задач термоулр.угости.

, ~ • .. j" -••• ~ ,
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УДК 539.3

с. В. ГрмцаЯ, Р. Н. ,Швец'

n"~РАКЦИЯ, упругих ВОЛИ ИЗГИБА

НА, ДВУХ КРУГОВЫХ ШАЙБАХ,

ВПАЯИНЫХ В ТРАНСВЕРСАЛЬНО·ИЗОТРОПИУЮ ПЛАсrинку .
, '

.' ' .
, ~', f

:. ,.

Постановка 8aЩl"lМ Н ее рещенне. Ра,ССМОТРИМ бесконечную тонкую трансвер

~аЛl~IIO'И30ТрОПi;lУЮ пластинку с ВЩlЯннымн двумя жес.тЮIМН круговыми шаJ'i·

бамн радиуса R. центры которых размещены по оси х на расстоянии 6.
В пентре t<аждоi't шайбы поместим начало полярноJ'i,сиcтeмbl координат Г".

~" (k = 1. 2): В рамках теории ТН!18 Тимрше,lIКО задача 06 устаЩ)ВИВШJlХСЯ
lюлебаниях пластинки сводитея к решению трех уравнений. Гельмгольца

(4,51', '

где

- - --
~Ш] + а2Ш1 = О; .6.ws - ~SWt = О;

6<1> -: уОФ ' о,

(I )
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