
(1)

(2)

(3)

Можно показать, что точность формулы (8) не ' меньше точности аппрок

симации функции L (1]). Поэтому формула (8) является практически точной .

Если сравнит ь значения k 2 , подсчитанные по формуле (8) и соответствующей

формуле работы [2 ) для больших 6, то при 6 = 2 погрешность этих значений
не превышает 0,4%.
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ПЛАСТИНКА СО СТЕРЖНЕВЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ ,

СОДЕРЖАЩИМ ИСТОЧНИК ТЕПЛА

Ю. М. Калян о , И . Н . Махаркин

Рассмотрим свободную от внешней нагрузки пластинку со стержневым вклю

чением радиуса Р , в котором с начального момента времени начинает дейст

вовать источник тепла постоянной мощности q. Толщина системы равна

26. Начальная ее температура и температура пластинки на бесконечности

равны нулю. Все величины, относящиеся к включению, будем обозначать

индексом «(Ь). В работе [2 J пр иводится условие теплообмена на поверхности

r = R тела

д2t Н1 дt ._ 1 аl q S
ог2 + R о - д - "л, + (Т) ,r а" 1: . о

характеризующееся теплопроводностью "'о И температуропроводностью
"л, .

ао включения . Здесь Н1 = 2 Г, S+ (Т) - асимметричная единичная функция,
о

'), - теплопроводность тела , r - полярный радиус ; ось г направлена вдоль

оси включения .

Предположим, что теплообмен через боковые поверхности системы с внеш

ней средой нулевой температуры осуществляется по закон у Ньютона . Ин
б

тегрир уя (1 ) в соответствии с формулой Т = 2~ Sгаг с учетом условий Нью
-6

u u

тона и линеиного изменения температуры по толщине в случае симметричнои

относительно срединной плоскости г = О системы задачи, получаем услов ие
теплообмена на поверхности р = 1 тонкой пластинки:

Н дТ -В Т _ дТ Q
др о - дР - :! HS+ (Р) ,

r a"R"an Q R"
где Р = R ' ВО = ло6а ' = л q, 0:1) - коэффициент теплоотдачи

u 6 Н 2 с F а. а
С поверхностеи z = + включения, = Со ' = R2 , С = т·

Уравнение теплопроводности для тонкой пластинки имеет вид [1 ]

оТ
д.Т - ВТ = aF '
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•

aR2 '
где В = л8 1 Gt - коэффициент теплоотдачи с боковых поверхностей

д2 1 д
пластинки, i1 = д о + ().

Р" Р Р

Используя преобразование Лапласа по Р, находим такое изображение

функции температуры:

Т=
QH
25

Ко (РУ)
-:(-:у2·+...,...--,Ь.,--) к:7(у7)-'-:+-Н"-;-уK"l-C('-y):- , (4)

где К; (~) - функция Макдональда порядка v = О;

s - параметр иреобразования Лапласа, Ь = во ~ В.

оригиналу, получаем искомое температурное поле в

1, У = ув + s ,
Переходя в (4) к

пластинке:

Т = QH {
2

(5)

•

гае чr (1'}) = Р] + p~. фv (р, 'У) = Jv('Y)p) Ру - YV('Y)p) PJ,pJ = (Ь-'У)2)х
Х J о ('У)) + 'У)НJ 1 (11). Ру = (Ь - 'У)2) УО ('У)) + 'У)НУ1 (1'}), Jv (~), Yv Ю - функ

ции Бесселя первого и второго рода порядка v = О; 1.
.Обусловленные температурным полем (5) напряжения в пластинке олре

делим по формулам [I]

.
•

Е

1 - v2

Е

1 2-"

+" u
р

+
ди

v д. Р

- Gtt (l + ") Т ,

~ Gtt (1 + ") Т] ,
(6)

где отнесенное к радиусу включения радиальное перемещение и удовлетворя

ет уравнению

и . дТ
i1u - 2 = a t (l + ") д • (7)

р р

Граничное термеупругое условие на поверхности Р = 1 пластинки име

ет вид [I]

игг = Ее [и - a~O) Т). (8)
1 - "о

Здесь a t • a~O) - температурные коэффициенты линейного расширения плас
тинки и включения; ", "о - их коэффициенты Пуассона; Е, Ео их модули

упругости.

Решение уравнения (7) при условиях данной задачи имеет вид

(9)
,

где · m = Е (1 - ,,)
Т* = Т \P=I,

Ео (1 - "о)
,

•
•

Р

1 ~ ~T «. Р) d~ = Q Н{
1 . -2

1 (р, Р) = -р

р2 -2 2Ь
J

,
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а<р<р = Е

,

Подставляя В~Iражение (9) в (6), получаем такие выражения температур
ных напряжении в пластинке:

a~ O) Т* .
а" = Е (1 _ т) (1 _ 'У) - а/ (р, Р) , (1 0)

а(О) Т*
t

(l - т) (l - 'У)

На краю пластинки р = ]

. а" nlJ
а, = atEQ - (1 _ т) (l _ ") , а<р = а, - 8,

Т а( О)

где е = Q , п = ~t • При малых значениях времени и Во = О функ-

ция е в напряжениях (11) имеет вид

t5

х

2 S - t'dt= V- е - интеграл вероятности. При
л о .

стационарном тепловом режиме в формулах

(11) для е будет выражение

е = кп (V8) ,
2К1 (VB) VB

где Kv(1';) - функция Макдональда .

б

[
1 -

Н 1 в erf V BF +
51 - 52 51

гs,F erf V F (В - 51) + VF erf УВР _
52

- ~2 УВ ~ 52 e-s,F erf V F (В - 52) ]} ,

где 51,2 = ~ + v ~ Н2 + НВ , erf х =

1
2

'//5

1 2

1// 3

б

бrp
•

I бr
,

I

о; f '
..

45

D , 457J
Рис. 1

f 425
Рис. 2

в

. '

По формулам (11) - (13) произведены численны е расчеты радиальных
u u

И кольцевых температурных напряжении в зависимости от малых значении

критерия F при значениях критерия В = 0,25; 0,75; 1 (рис. 1) и в зависимости

от критерия В при стационарном тепловомр ежиме (рис. 2) . При этом при-
. . . . Е

няты такие значен ия физика-механических характеристик: Н = 0,71, F =
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,

= 3, Во = О, n = 1,71, V = 0,2, Vo = 0,3 . На рис. 1 кривые 1-3 соответ

ствуют значениям критерия В = 0,25; 0,75; 1. Из графиков видно, что с рос

том теплоотдачи с боковых поверхностей пластинки напряжения уменьша 

ются .
•
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ОБ УРАВ НЕНИ ЯХ ТЕПЛОП РОВОДНОСТИ

для ИЗОТРОП НЫХ ПЛАСТИ Н

В. А. Волос

(1)д

д. '

Рассмотрим изотропную однородную пластину толщины 26 (рисунок) . для

определения температ урного поля t (х, у , г , т) в данной пластинке имеем

уравнение теплопроводности

д21 2 д2 д2 1
дг2 + р t = О , р2 = дх2 + ду2 - а

,

,,

(6)

(5)

(3)

, " (2)

s

z

/ I

х/

I /
___- - 1-" /' ---

/.... I /
;" 1/

-+-+--,- - fr- - ---- -+--у/,0

=+= q±) ± а± (t - t;) = О при г = ± 6,

~~ - qs) + a s (t - t~) = О на S

условия

(
дt

~± л дг

в. (л

где

гран ичные

и начальное условие

t (х , у, г, т) = to (х, у, г) при 1: = О . (4)

Здесь л , а - коэффициенты теплопровод

ности и темперагуропроводносги , В± - без-
-

р азмерные коэффициенты ; а=, a s - коэф-

фициенты теплоотдачи с поверхностей г =
= ± б иS пластинки ; tc± , t~ - темпер атуры
сред, омывающих эти поверхности , .
время.

Известно [1J, что температура пластинки через ее интегральные характе
ристики выражается так:

t = ро cos рг Т + 1 р202 sin рг Т*
sin ро 3 sin ро - ро cos рб '

6 (~

Т = 2~ 5 tdz, Т* = 2~2 5 ztdz.
- 6 - 6

Подставляя формулу (5) в (2), после некоторых преобразований для

определения интегральных характер истик Т и Т* получ аем следующую сис

тему дифференциальных уравнений бесконечно высокого порядка :

(~+ + ~~) (рб)2 Т _ рб (а+ + а-) б ctg рБТ _ 1 (ро)2 [(А+ _
. 'л 3 1 - ра ctg ра t'

- р-) рб ctg р6 f ( а' Г :- а-) о] Т* = _ ф-q- + ~+q+) о _
'л ' 'л
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