
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМ АЛЬНЫХ

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОСТАТОЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ
В ОБОЛОЧКАХ ВРАLЦЕНИR

Л. П. Беседина •

(2)

Рассмотрим задачу об определении таких осесимметричных остаточных де­

формаций, которые приводят к оптимально низкому уровню остаточных

напряжений в свободных на краях оболочках вращения. Задачи об опреде­

лении напряженного состояния тонких оболочек, вызванного наличием ос­

таточных деформаций , рассматривались в работах [3-5].
При заданном распределении осесимметричных остаточных деформаций

8~, 8g, "'~, x,gИ отсутствии внешних силовых воздействий определение напря­
женно-деформированного состояния оболочек вращения сводится к нахож­

дению разрешающих функций V и е, которые удовлетворяют следующей
u

системе уравнении:

F1= V + ~ У - ( ;: -Vk1k2)v+qk2e-q[~ (og-o~) + ig] =0,

Р2 = ё + ; 8- (;: + vk1k2) в k2V + x~ + vxg - (1)

.

- (l - v) .!-- (",g - "'~) =0.
r

Здесь q = 3 (l - v2) I h2
, r = r (s) - радиус поперечного сечения; k}, k2 ­

кривизны меридианов и параллелей : v - коэффициент Пуассона, 2h - тол­

щина оболочки , s - длина дуги меридиана, отсчитываемая от фиксирован­

ного сечения; точка над величиной употребляется для обозначения произ­

водной по дуге в. При определении функций V и 8 к системе уравнений (1)
необходимо присоединить соответствующие условия на свободных краях

оболочки.

Если функции V (s) и 8 (s) найдены, то отличные от нуля усилия N 1 , N2 ,

изгибающие моменты М1 , М2 и компоненты деформации 01' 82' "'1 ' "'2 средин­

ной поверхности оболочки определяются по формулам

N1 = -D1 ; V, М1 = -D1 (8 + v ; 8 + x,~ + v",g) ,. r r

. ( ; . о о)N2 = - D1V, М2 = - D1 r 8 + v8 + "'2 + V"'j ,

1 ( ; . о . о
01 = - - v - vV) + Oj, "'1 = - 8 + "'1,q r

02 = - -1- (У - v ;. v) + og, х, = - ; 8 + ",g,
q r ~ r

2 Е!т3

где D1 = 3 1 _ v2 - изгибная жесткость, Е - модуль упругости .

Задачу об определении оптимальных осесимметричных остаточных дефор-
u о о о о u

мации 01, 02, "'1, "'2, вызывающих сравнительнонизкии уровень остаточных

напряжений, решаем вариационнымиметодами [2]. Для этого введем в рас­

смотрение функционал упругой энергии оболочки [1] .

к = 55 [N1 (8} - e-~) + н, (02 - e-g) + M 1 ("'1 - "'~) + М2 ("'2 - ",g)] dS. (3)
(S )

Здесь S - срединвая поверхность оболочки, 01 - e-~, 02 - og, "'1 - "'~, "'z ­
",g - компоненты упругой деформации оболочки. Подставляя выражения

М



(2) в функционал (3), ~олучаем
, ,

"
к [О , V, x~, x~] = лD1 I [~ ~V2 - 2v':V'v + ~-J " V2)+ (82 + 2,';' ее +

5"

+ г; 82 + 2r8 (x~ + vx~) + 2ге (x~ + vx~) + r (х( + 2vx~x~ + x~2)] ds. (4)

Сформулируем вариационную задачу. Найти экстремум функционала К

на множестве функций е, v, x~, xg, которые удовл етворя ют разрешающим
уравнениям (1) и условиям свободных краев . Такая задача сводится к нахож­

дению экстремума функционала -- -

1(* [8, V, 8~ , 8~ , x~,

s.

j" ( .О 11'" г~
Х2] = лD1 I q rV2

- 2vrVV + г

5"

+ r (х( + 2vx~x~ + x~") + 2"-\ (s)r [ ё + : е - (~2 + vk1k2 ) 8- (5)

- k2V + x~ + vx~ - (1 - v) : (xg - х?) ] + 2"-2 (s) r [У + : V -

( ;2) (г О О '0 ]}- г~ - "k1k2 V + qk28 - q г (82 - 8\) + ( 2) ds.

Приравнивая нулю первую вариацию функциона ла К* , получаем систем у

уравнений Эйлера, которая с учетом разрешающих уравнений (1) приво­

дится к виду

r . о О ' 0
2k [r (82 - 8\) + (821 = О ,
г 2 (6)

%?+ :S [г~:, (;'( 8~ - 8?) +r8g)1 = 0 . , -,

_ ~равнlшаЯ-получеННые---1'раВнеНия-(6)-с--ураВllем-ияМи -совМесп!остI~дe-­

формаций, приходим к выводу, что система уравнений (6) представляет со­

бой уравнения совместности осесимметричных остаточных деформаций в'' ,
eg, х?, xg срединной поверхности оболочки вращения. Применим полученны е
результаты для определения дополнительных остаточных деформаций в ци­

линдрической оболочке, которые вместе с начальными вызывают оптим аль-
" u

но низкии уровень остаточных напряжении.
, 1

для цилиндрической оболочки (г = R = const, k] = О , k2 = i' s = zR)

уравнения (6), которым должны удовлетворять оптимальные осес имметр ич­

ные остаточные деформации. зап исываются в виде

О О I d~e :; '
Х2 =0, х\ + R dz2' = 0. (7),

Пусть в области - а ~ г -< а бесконечной цилиндрической оболочки

имеются начальные остаточные деформации

xj = - ; А (г2 - а 2) (5z2 - а 2) [8+ (г + а) - S+ (г - a)j .

х; = О, 8; = О , (8)

где S+ (г) - единичная функция скачка, А - заданн ая константа . Остаточ­

ные деформации, дополняющие начальные до оптимальных , обозначим че--
рез 82' %2 И %1 ' так что

() ,', -
102 = 102 + 82'

6 5- 2 7!

(9)
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-
Огран ичимся рассмотрением случая , когда X 1 = О. Тогда сагласно си-

стеме ур авнен и й (7), (8) получим следующее оптимальное локальное (В об­

ласти - а <: z < а) распределение остаточных деформаций: .

Х\) = X~ = - ~ А (22 - а 2 ) (522 - а2) 15+ ( г + а) - 5+ (г - a) l.

о
е., == е. .). -

о
Х · ) = о .•

(1О)

Пусть в области - а <: z <: а цилиндрическ ой оболочки заданы началь­

ные остаточ н ые деформаци и

,
Х! = - f3 ., " )" 15 ' ) 5 ( ) • о • о1< ( г" - а : ", + ( г + а - + г - а ], 82 = , Х2 = , (11)

где В - зада н н а я константа. ПРИ X 1 ~-= О из уравнений (7) получаем следую­
щи й оптимальны й за кон распределения остаточных деформаций:

где

8~ = 1:'-2 - В :12/1 ("') - 12(z) + 12(а )] [5+ (г + а) - 5+ (г - а) ] +
+ zf1 (а) 15+ (2 + а) -1- 5+ (z-a)l l,

х? = х; - ~ (22 - а2) 2 [5+ (г -1- а) - 5+ (2 - аН ,

о
Х2 = О,

(12)

г" + 4
з а 2, [о (2) =,- ,

zП 2 Z4 + 4 Z2
б - а 2 а --;;2-' (1 3)
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ПРИ АНТИСИММЕТРИЧ НОЙ НАГР УЗКЕ
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Поступила в редколлегию
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Задача о напряженном состоян и и замкн утой бесконечной цили ндрической

оболочки с трещиной, расположен н ой вдол ь отрезка образующей ~ = о ,

I сс ] -< ао , р ассматрив алас ь в работе [3 ]. При этом п редпол а галос ь . что н а­

п ря женно-деформированное состоя н ие оболочки без трещины симмегр ичпо

относ ител ьно координ атных л ин и й а = О, ~ = О. в дан ной работе рас смат­

р ивается ан алог ичн ая задача для случая ангисимметричн ой н агр узнн обо­

лоч к и ,

П редста вля я компоненты тензора {Ci jJ геометр и чески мал ой деформа ­

ции в виде

Си = e} j) + С?; и , j = а, р), (1 )

где e?j - компоненты тензора дисторсии, е}Г - компоненты тензора упру­
гой деформации , систему уравнений в перемещениях для круговой ЦИЮШДрИ­

ческой оболочки в случае технической теории [1] зап ишем так [3]:
.

Lk1u + L k2V + Lkзw = qk (k = 1, 2, 3). (2)

Здес ь и, и, w - компоненты перемещений срединной поверхности оболочки ,

L km - известные линейные дифференциальные операторы, qk - функции,

за в ис ящие от осредненных по толщине оболочки компонентов тензора дн-

сторсии ё,~, x~ (j = 1, 2, 3).
для бесконечной оболочки решен ие системы уравнений (2), затухаю­

щее н а бесконечности, запишем в виде

з з з

( 11 '-' L Р (1) ~ L Р (1) ~ ..
и = ~ jurP j + jU1~j, V =..;..J jv(Pj + jv1J'j, w = ~ LjWrPi + Р;w'Ф ; . (3)

j = 1 j=1 ;=1

Здесь l~jU' P jU, JJ jV' P jV, Ljw , P jW - линейные дифференциальные операто­

ры порядка , н е выше седьмого [31, а функции фj, 'I); удовлетворяют ур авне­

ниям

где

(4)

D = ~"~>,,.,~., I - '1
у "" ,, - ,'-у - - с

•

д2

д "
а-

>
С- -, -

3 (1 ") R" ,- v'" ..

R, }! - соответственно радиус и ПОЛУТО.'1щина оболочки . v - коэффициент

П \'ассон а .
J

При п р иведеиных выше предположения х о н агр узке оболочки и ориен­

тацип трещины поле дисторси и, характеризуюшее скачки персмещений и

углов поворота, примет вид

8g(а, [)) = е (а) О ф), Гo~(a , В) = - 1 го ( а) О (В) при \а \ < ао,
8~ (а , ~) = x~ (а. р) = о при I« ] >- ао, (5)

•

8~ (а, 13) = eg(а , В) = x~ (а, В) = xg(а, В) = о при всех а.
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