
.. .
или в покомпонентнои записи

n+l-l n

а! = ~ Pn+l-i-k ~
k= 1 i""" 1

xi- 1y 'k J

р' (xi)
• (8)

•
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

НАГРЕВОМ ТОНКОЙ ПЛАСТИН КИ

Ю. Д. Зозуля К, Б. В. Гера ..

(1)

(2)(х > h)

(-h < x<h),

Рассмотрим бесконечную упругую пластинку постоянной толщины 2h, кон

тактирующую вдоль поверхности х = h с теплопроводящей средой. В на

чальный момент времени температура пластинки и среды равна нулю. Опре

делим такое изменение во времени температуры е (Т) на поверхности

х = -h, при котором за заданный конечный промежуток времени Т1 обеспе

чивается повышение температуры на поверхности х = h до заданной вели

чины to, при оптимально низком уровне напряженно-деформированного со

стояния пластинки. При этом упругими свойствами среды х> h прене

брегаем.

. Температура пластинки t 1 (х, Т) И теплопроводящей среды t2 (х , 1:) долж-

на удовлетворять уравнению теплопроводности

а1 дЦ1 (х, Т) _ дl1 (х, Т) = О

дх2 дт

дЦ2 (х , Т) _ дt2 (х, "с) = О
а2 дх2 дт

гаким начальным и граничным условиям:

t1 (х, О) = О, t 2 (х, О) = О;

t (h ) = t (h ) k дl1 (h, Т) - k
1 , 1: 2' 1:, 1 дх - 2

дl2 (h, Т) .
дх '

(3)

(4)

(5)

(7)

(8)

t1 (-h, Т) = е (Т) ,
дl2 (00, Т) _ . О

дх -.

Здесь а1 , k1 , а2 , k2 - коэффициенты температуропроводности и теплопро

водности пластинки и среды .

В дальнейшем будем исходить из операторной формы решения уравнения

теплопроводности (1), ограничиваясь кубическим законом изменения тем

пературы по толщине пластинки [1, 2 J:
. .

1 (Х2 1 \ . х х (х' 1 )
t1 (х, и) = Т + 2 h2 - 3 ) Т + h Т*+ 2h 3~2 - 5 Т*' (6)

h h
а1т т _ 1 r t 2 r . ..

где и"":" .h2 ' - 2}! j 1 (х, и) dx, Т* = 3h2 j xt1 (х , и) dx; точкои
- h -h

обозначены производные функций Т, Т* по и . Тогда первые из условий (3) ,
,(5), а также условия идеального контакта (4) запишутся в виде

• •

T=T=T*~T*=O при и=О,

Т+ 'Т' т 1 Т' е( )3 - * - 15 * = и ,
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(9)

(11)

(10)

u

f (и) = r (7' + :~ t + Т* + -c1co- Т*) d~ ,
~: 15 Yи -~

1 . 1 .
Т + 3 Т + Т* + 15 Т* = t2 (h, и),

Т + т + 2 т' = k2 • h . дf2 (11, и) •
* 5 ' * k1 дu

С другой стороны , решая уравнение (2) при нулевом начальном условии
(3) с учетом соотношений (9), (10), получаем условие

Т, т 2 Т k2 V а1 f ( )+ "+ -5 * = - k
1

Щ''/t и ,

(12)

которое отр ажает влия ние теплопроводящей среды на темпер атурное поле

пластинки.

для определения искомой функции 8 (и) в качестве функционального

критерия оптимальности принимаем условие минимума функционала энер

гии упругой деформации пластинки (l [, который в нашем случае имеет вид

. и, (
2а2Бп 1 · о 1· ~

м = 3 (l _ у) j 15 Т2 + Т: + 525 Т:) du .
о

Пусть функция е (и) подчинена системе интегральных условий

U

Sui 8 (и ) du = Ai
О

(i = О , 1, • • ., n) , (1 3)

где A i - некоторые постоянные, которые будут использованы для удовлет-
•

ворения ограничении , налагаемых условиями нагрева .

Из необходимого условия экстремума функционала (12) на множеств е

допустимых функций Т, Т*, 8 (и) при условиях (8) , (11) , (13) получаем сле

дующую систем у уравнений Эйлера:

2 .. · . . L " ~ ( . i i 1)
15 -1'-+-1>. (щ-+ Lg (и)__ 3 g(u)- ----r:o -!1i- ц' - ---з_и - = 0-,--, _

2 .. 2 . . L ..
525 т* - 2Т* - 1>. (ц) + 5 1>. (и) + Lg (и) - 15 g(u) + (14)

+ ~ (i i U i- 1) = О,=0 f1t и - 15

Здесь L = ~2 V а1
, а л (и) , f.ti - множители Лагранжа .

1 а2л

Система (14) вместе с уравнен иями (8) и (11) образует замкнутую си стем у

интегро-дифференциальных уравнений для определения искомых функци й

е (и) , Т, Т*. '
Решаем задачу в случае, когда на поверхности пластинки х = ;/ темпе

ратура t1 (х, и) , плавно изменяясь, достигает максимальной велич - иы, рав

ной to, т. е. функции Т и Т* удовлетворяют следующим условиям :

I 1 · . 1" . 1 '" -,
Т + 3 Т + т* + 15 Т'; = to, т + 3 Т + Т'; + 15 Т'; = О при и = ur•

Эти соотношения и начальные условия (7) удовлетворяются соответствую

щим подбором коэффициентов f.t i и постоянных интегрирования системы

(11) , (14) .
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для приближенного решения системы (11), (14) функции f (и) и g (и) ап

проксимируем полиномами

т

g (и) = ~ biu
l

•
i= O

(15)

После "нахождения решения полученной таким образом системы линейных

дифференциальных уравнений коэффициенты разложения системы (15)
u

можно определить из таких интегральных условии:

р

d; ] du = ~ _d.;:-i -г- ,-vи - ; i= O р + i

(р = О, 1, .. ., т) .

Результаты численных расчетов проведены для стальной пластинки и сре-

м2 вт
ды с тепловыми характеристиками а2 = 14 . 10-8 , k2 = 0,6 д '

сек ,11 ' ера .

од44цг

о

-q2

у.

и!

0,6D,4(42
о

t2

Ц4

Ц8

при и1 = 10.
f1
to

Рис 1 Рис. 2

На рисунках штриховой линией изображены графики изменения управ-.

ляющей функции е (и) (рис. 1) и температурных напряжений на поверх -.

ностях пластинки (рис. 2) при линейном приближении функций f (и), g (и)

и штрихпунктирной - при квадратичном приближении. Сплошные линии

соответствуют случаю, когда поверхность пластинки х = h теплоизолиро

вана. На поверхности х = h напряжения положительные, а на поверхности

х = -h - отрицательные.

Отметим, что для среды с тепловыми характеристиками воздуха кривые

изменения управляющей функции е (и) практически совпадают со случаем

теплоизоляции.
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