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к ОПРЕДЕЛЕНИЮ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО

СОСТОЯНИЯ ЗЕМ·НО~ КОРЫ,
ОБУСЛОВЛЕННОГО ПЛАНЕТАРНЫМИ РАЗЛОМАМИ

В. А. Осадчук, о. И. Юркевич, И. И. Литвин

Вследствие эллиптичности Земли, литосфера на разных широтах имеет

разный радиус кривизны. При перемещении литосферных плит в меридио

нальном направлении их радиус кривизны будет изменяться. Это изменение
u

приводит к появлению дополнительных напряжении, которые, как показано

в работе [41, могут оказаться достаточными для того, чтобы вызвать разлом

плит. Так как толщина литосферных плит значительно меньше радиуса кри

визны, то в рассматриваемой работе для анализа напряжений в плитах ис

пользована теория тонких оболочек. Здесь же показано, что напряжения,

обусловленные изменением радиуса кривизны, могут достигать таких вели

чин, при которых возможен разлом литосферы. Следовательно, актуальным

является вопрос об изучении равновесного состояния литосферы при нали

чии в ней разломов (трещин). Для этого в настоящей работе в качестве при

ближенной расчетной модели принята пологая сферическая оболочка на уп

ругом основании типа Винклера с прямолинейной в плане трещиной ..При
этом рассматриваетсяслучай, когда оболочка находится под действием сим-

u

метричнои относительно трещины нагрузки.

Используя прнведенный в работе [2) метод определения напряженно-де

формированногосостояния в оболочках с трещинами, для рассматриваемой

пологойсферическойоболочкис трещинойполучаемсистемудифференциаль

ных уравненийотносительнофункции напряжений<р и функции прогибовw:

D~2 у2у2<р y2w = RP~ (х, у),
о

(1)
D1R t"72t"72W + kR[2w - -D Rpo( )[2 V V - 1 2 х, У ,

(2)

(3)

tде

P~ = ::2 8g2 (х, у), Pg = (v ::2 + :;2 )%g2(X, у),

д2 д2 2Eh3

у
2

= дх2 + ду2 , Do = 2Eh, D1 = 3 (1 _ v2) ,

k - коэффициент упругого основания, Е и v - модуль упругости и коэф

фициент Пуассона, R и 2h - радиус срединной поверхности и толщина

оболочки, 2[ - длина трещины, х, у - отнесенные к полудлине трещины

прямоугольные декартовы координаты, ось Ох направлена вдоль линии тре

щины, а начало координат совпадает со срединой трещины. При этом уси

лия и моменты в оболочке определяются по формулам

N 1 a2
rp N 1 д

2
<р М о, (a2

W a2w 12 О) М
1 = [2 ду2' 2 = [2 дх2' 1 = [2 дх2 + v ду2 + v %22, 2 =

о, (д
2
W a2w [2 О)= [2 V дх2 + ду2 + %22 •

Ф О О
ункции 822, %22 выражаются через скачки нормальных к линии трещины

персмещений v и углов поворота 82 следующим образом:

О ( О
822 Х, у) = 82 (х) б (у), %22 (х, у) = %2 (х) б (у) при Iх I< 1,

•
О ( О

822 х,у) =%22(Х, у) =0 при Ixl:>-I,
rде
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+ 2 ker' лр + k . ~ ) у2 _ ( . 1 +
, еl ""р 2 '2 2
",р р'" р

б (у) - функция Дирака. Значками «+» и <(-» обозначено граничные эна-
u

чения соответствующеи величины слева и справа от трещины.

Подставив выражение (3) в уравнения (l) и решив последние, найдем

разрешающиефункции Ip и w:

1

w(x, у) = А:2 ~ 82 Ш (Л2~2
-1

.

+ .....:k.=:er;-' .:..:.!:лр=....... )] d+ kei 'Ар G
".р

1

~: j %2 (G) {(l - v) [( 2 k~~ Ар - ker 'Ар) ~: - ц
-1

1

( ) _ ADn[2 r (1:) [(' 2kеi'лр -k ~) у2
Ip Х, у - 2n J 82 ., лр ег ""р р2

-\

kei' лр-
'.р

+ ker'Ap+

(4)

+ 1 - А (у2 -1 _ 1 )] d!: + D1RАл
2

2А р2 п Р 2 ., 2n

1

j %2 Ш {(l-V) r(-Л22р2 +
-1

•

+ 2 kei' лр + k . ~ ) у2 ._ ( 1 + ker' лр )] + k' ~ 1d!:
лр еl лр р2 л2р2 лр V еl ""р I ."

где

А- '= Dn [2 ... / D + kR2
Dn+ kR2 , 'А2 = R JI n D] , р2 = (х- G)2 + у2,

kei' 'Ар = ~ :0 kp.i 'Ар, ker' лр = ~ :р ker 'Ар,

keip, ker р - функции Кельвина.

Используя соотношения (4) и формулы (2), можно определить усилия N1,

N2 , моменты М1 , М2 , а следовательно, и напряжения в произвольной точке

оболочки как функции скачков перемещений 82 (х) и углов поворота %2 (х)

на линии трещины. Прибавляя к найденным усилиям и моментам соответ

ствующие усилия и моменты в оболочке без трещины и требуя, чтобы сум

марные усилия N2 и моменты М2 в случае симметричной относительно ли

нии трещины нагрузки удовлетворяли на контуре трещины условиям

н; (х, О) = Ng (х), М2 (х, О) = Mg (х), Iх \< 1, (5)

получаем интегральные уравнения для определения функций 82 (х), ~ (х).

Здесь Ng, Mg - усилие и момент, приложенные к берегам трещины.
Так, для определения напряженно-деформированного состояния, вы

званного только нагрузкой, приложенной к берегам трещины, для нахож

дения функций 'lJ'k' определяемых через производные от 82 (х) И %2 (х),получим
u

систему сингулярных интегральных уравнении

2 1

~ f Ч'k (G) K ik (X-G) dG = пР; (х), Iх\ < 1 (j = 1,2). (6)
k=I-1

Здесь

Ч' - d82 Ш Ч' _ dX 2 (~) Р - N0 Р = МО

1 -:- d~ , 2 - d~ , 1 - 2, 2 2,

С . (2 2ker' Лz
К11 (г) = - 2~ + K~l (:r), Ка (г) = К21 (г) = С2 (l-v) л2zЗ + Лz2 +

kei лz .)] к аСа КО КО С (2kei' Лz+ z л, kel л,z , 22 (г) = -:- 2z + 22 (г), 11 (г) =:= 1 ы2 •
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- ke: лz + л ker' лz + 2~ ) , с

кg2(Z)=СЗ _(l_V)2(2k~;:ЛZ ~ kегzлz +ЛkеГ'ЛZ)+2(I~V)Х

z

х л кег' "Аг + л2 ~kei "Atdt + ;z]' С1 = A~" , С2 = ~ VD1 (Do+ kR2
) ,

О с , с

с '

СЗ = ~1 , г = х-1;, а = 3-2v~v~.

Функции K~I, Kg2, К12 непрерывны для всего множества действительных
значений х и 1;. с

Представляя ядра интегральных уравнений (6) двойными рядами по сте

пеням "А и 1п "А, . решение этих уравнений при малых л ищем в виде [1, 3]

•

00 00

Ч'k (х) = ~ ~ 1jJ~nn (х) Лт 1п" л.
m=Оп=О

(7)

Подставив разложение (7) в уравнения (6) и приравняв выражения при оди

наковых степенях л и 1п л, получим соотношения для определения функций

'Ф~п (х). в случае, когда к берегам трещины приложены равномерно рас

пределенные по ее длине усилие NО и момент Мо, определение функций 'Ф~nrl (х)
сводится к вычислению интегралов

1

~ ~
-1

где

d1; =
{l11 (х), n - четное,

с n>О

{2П (х), n ' нечетное,

(8)

n
- -1
2

х" '"{1m=- - ~
. n k=1

(2k-I)1I
2k!!

n-2k
Х

-----=-=--n-2k
(n-I) 11

n!!

n
'" ь- I)k-l
~ ----'------;kc-~·~ 1п 2 t

k-1

п-I

2 ' с •,

xn-2k
с • , '

хП

~
(2k - 1)11 , ,

{2П = - 2k!! n-2k •n
k I

Так, например, для первых членов 'Ф~п (х)

3

~
. 2НI

,I,k (х) = .1,k,2/+1~х=~
",mп ",mп '1 /1 2

j=O r - Х

Здесь

.1,1,1
",00 =

разложения (7) получим

(т <.: 6, n <.: 3).

,1,2,1
",00,

(9)

",!.I _ о 39275В ,1,2.1 + О 294'1,1,1 ,1,2,3 _ ЬВ2 1,1,1
"'~O - , 1 ",00 , ",00, ",20 - - 4а '1'00,

'Ф~I = а-
1
(0,39275В2Фб6

1 + 0,5'1'60\ ФЬi
l

= - ЬВ1Ф60
1

,

.1,2,1 _ a-1ьв '1,1.1 '1,1.5 _ О 26 10-1,1,1,1 I ЬВ '1,2,3",21 - 2 '1'00, '1'40 -,' '1'00 ~ 6 1 ",20 ,

,

'Ф~03 = 0,868767 . 10-1'Ф~01 -В1 [0,336· 10-2'1'61/ + ь ('Ф~01 + 0,4167"'~~H.

'1'161 = (0,393Ф2 - ~ Ьф~03 + 0,84· 10-3'1'601) В1 0,435. 101Фбо1 + 0,294Фl'

'Ф~о5 = _ а-! (0~205 .101ф~оl + ~ ЬВ2'Ф~), 'Ф~о3 = а-I [0,1974. 10.Фбоf +
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+ В2 (0,336 . 1 0~2"'6(i - ЬФl)] ' "'~o' = а-I [В2 (о , 39275Фl - ~ ьФ1~-
, ,

-0,84 · 10-\Рб(1) -0,5Ф2- 0,5162'Ф~01] ,

>"I.з О 156',1 ,1 .1 ЬВ , 2.1 >,,1.1 - О 294>1,1 .1 0 39 10-1>,,1 .1 +
у4 1 = ,' ",00 - 1"21, ",41 - . ' ",21-, ' ",00

+ В1 (0 , 392751P~il - ЬФ2)' 'Ф~iЗ = а-
1 (0,123 . 102",~01 - bB~",1i\

~~il = [0,3075 . 1011jJ~01 - 0,5"'~i1 + В2 (О, 39275'Ф1'/ - ЬФ1)] a-I
,

>,1 .1 ЬВ >1,2,1 >,,2.1 <ь» ",1,1 >1,1,1 ЬВ >1,2,1'1)42 = - 1",21 , ",42 = - а 2",21, ",6, З = - 1",42,
' 1,2.1 -Iьв ,1,1,1 ,,1 ,3 О 1~6>,,1.1 ЬВ >1,2,1
",6З = а 2 ",42, 1у62 = , о ",21 - 1 ",42 ,

,

",Ы = В1 (6,39275фЫ - ЬФз) + 0,2941pl:} - 0,39 . 10-11p~i\
, 1,2, З а-I (О 123 102'1,2.1 + ЬВ ",1,1) '1,2.1 -1 [О 307 Г-: 101"1,2,1",62 = " ",21 2 ",42 , ",62 = а , <:> • ",21 -

- 0 ,51P~:i + В2 (0,39275'Ф~;} -ВФ4)]' 'Ф~i5 = - а-I [0,615 . 101'Ф~i1 +
+ В2 (0 , 76. 1O-з",б~ + ~ ь",~·?)] ,'Ф~iЗ=а-I {В2[0,336 .10-2",1il~

" ---<0,76. 10-
З"'601 , 0,5b("'~il + 0,4167'Ф~iЗ)]-0,123 . 102Ф2-

~0,4964 . 1 01Ф~il }, "'~il = а-I {0,301 . 1011Р~il-0,5Фз-о,1025(3'Ф~01 +
,

+ 2'Ф~оЗ) + В2 [О';1728Ф4 + 0,57 • 10-З'Фбо1 ЬФб - 0,84. 10- 2",1i1+
+ 2Ь (0,299831Р~iЗ + 0,6931'Ф~i1)]) ,

ф~j5 = 0,26 . 10-1ф1i1 - В1 (0,3038 . 10-2ЧJ6~ + ~ ЬФ;jЗ) ,
,' ,

, 'Ф~iЗ = В1 [0,336 . 10-2Ф~il...:...- 2Ь ('!J~il + 0,41671jJ~iЗ) - 0,3038 . 10-2'!J6iJ1J----
, - 0,2679 · 101'ФЬi 1 + 0,156Фl ' Ф~il .; В1 [О, 1 728фз + 2Ь (0,2998'!J~iЗ +

+ 0,6931 '!J~il) - 0,84 " 1О-З"'~il ЬФБ + 0,57 . 10-З'Ф60
1 + 0,2468 . 10-I'ФЬi

I
J +

+ 0,13 · 10-1 (3ЧJ1ь1 + 2'!J1t ) + 0,294Ф4' <P~~ = а-I [0,13671\J~ЬЗ + В2 (~ х

, х Ь'!Jlьб + 0,5067 . 10-'-4"'6сn ] , ' .
ЧJ~ь5 = a~1 {0,55 . 1 0-2'ф6ы

� -0,205 . 101 (",~01 + 0,4667'Ф~оЗ) ----

- В2 [0,5Ь (0,333 . . . '!Jlо
З + 0,1 '!Jlo5) + 0,965 . 10-

2ЧJ601]}
, ,

'ф~ЬЗ = a~1 {В2 [0,336. 1 0-2Фl -0,46 · 10- 2"'601 -Ь (ЧJ1о' + 0, 416711,10З +
• •

+ О,325ЧJЫ)] + 0,55 . 10-2",~o' + 0,8738 . 101ЧJ~01 + 0,75581 . 101'!J~~ J , .

ЧJ~оl = а-I {0,406 . 101'ф~ы�- 0,5ФБ + 0,4394 . Ю1ЧJ~О3 -':'0,41 • 10-2",~o' +

+В2 [0,406 . 101'Ф~01 -0,28· 10-4 (3'Ф101 + 211)b~) + 0,6989 . 1О-2'Ф601 +
+ ь (О , 693ЧJ~О' - 0,6796 . 101",bl + О, 683'!J~o5)]J, 'Ф~~ = 0,173 • 10-2'ФЬЬЗ -. " ---

---: В1 ( 115 ь~~o5 + о , 5067'Ф6о1 ), ЧJ~ь5 = 0,26 . 10-1 (ЧJЬь1 + 0,46671\JЬоЗ) -

. , О 85 . 10':""2",1,1_ В ( 1 b",2, ~ +' 1 b,J,2,5 + О 965 . 10-2>1,2.1)
. " . ' ",00 1 6 "'40 20 ",40, ",00 ,

, '

, 'Ф~~ = В1 (0,336 . 1 0-
2Ф

2 - ЬФ4 - 0,845 . 10-2ЧJ60') - О, 1685Фl -
" . .

, - о,i з. 10-1 (l5'!Jb{+ 0,122 . 1 02ЧJ1~ ) -0,85 . 10-2'!Jбо" ,
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•

\jJ~~ = В1 [О, 1728Ф6 + Ь (о,6931ч,~iJl + 0,6ф~iJ3 + о,683ф~iJ5) "
. ' .'

~ 0,1941 . 10-4 (2фИ + 3'i'~iJl)] + 0,972 • 10-2'1'601 + О,294Ф5 +
+ 0,64 . 10-2ф~iJl + O,1266'iJ~iJl + 0,45 . 1О-3ф~~,

\jJ~n = О при т нечетном. . а также при всех п > Е ( ~ ) •

Здесь

Jp

1

БО

90

30

. .

о

-!О J-:::------;;!:------;f;:;---~to(12)(i = 1, З).

где r -расстояние вдоль линии трещины

от ее вершины, получим формулы

- . 6 3

kj = - ~l aPi~ ~ Ф~~л.т [п" л.
т=Оn=О

Здесь

ь = 1 + " , В1 = ~2 ; В2 = ~з , а-I = 1 , v = 0,27, ·
4 1 1 а

Ф1 = ф~iJl + 0,75ф~iJ3, Ф2 = ф~iJl + 0,75ф~iJ3, ФЗ = Ф~il + 0,75Ф~i3,

Ф4 = ф1i
l + 0,75Ф1i

3,
Ф5 = ,p1iJ1 + О,75фИ + о,625Ф1iJ

5,
Ф6 = ф~оl + О, 75ф~03+

+ о,625ф~{ . (JJi}Pt , ,, ..
Определив функции ~)k (х) И использовав

соотношения (4) и формулы (2), выражения
для перемещений ш, усилий N1 , N2 И мо- 120
ментов М1 , М2 вне контура трещины запи-

шем так:

w (х, у) = Noffio (х, у) + MO(j)1 (х, у),

N j (х, у) = NоФ? (х, у) + МоФ; (х, у), (10)

Mj (х, у) = NoQ? (х, у) + MoQ; (х, у).

Из-за громоздкости аналитические выраже

ния этих формул не приводятся.

Для определения коэффициентов интен- .
сивности [3]

k1 = IimV2r н; kз---'!imV2Г М2 , (11)
Г~O Г~O

3 3
(D(I) - ~ .,,1,2;+1 Ф(3) _ ~ .,,2,2;+1 1
тп - --'-' 'Утn , тn - ~ 'Утn ,а1 = , аз = а.

;=0 ;=0
На рисунке кривыми }-4 соответственно обозначены графики функ

цчй ЫО (х, О) . 103 с;, {i)1 (х, О) . 101 с;, фg (х, О), Ф; (х, О) . 107 1. Число-
к к см

вые расчеты проведены при следующихзначенияхпараметров:R. = 0,6384 Х

Х 109 см, 1 = 0,25 . 108 см, h = 0,5 . 107 см, V = 0,27, Е = 0,71428 х

х 106 кГ/см 2, k = О, л. = 0,571. Приведенные графики при заданных зна

чениях No, МО позволяют вычислить прогибы w и усилия N2 на линии тре-

. щины (1 < х <: 2).
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НЕЛИНЕЙНЫЕ МАГНИТОУПРУГИЕ КОЛЕБАНИЯ

ЭЛЕКТРОПРОВОДНОГО ПОЛУПРОСТРДНСТВА

я. и . Бурак, Б. И. Колодни, В. Ф. Кондрат

Пусть электропроводное неферромагнитное изотропное упругое тело, огра

ниченное поверхностью (S), помещено Б однородное магнитное поле с индук---+

цией Во и контактируетс внешней средой, которая принимается в прибли-
-+

женин вакуума. На границе тела задано силовое нагружение F = (Р1 , P~ ,
~

F 3) ехр (i CJ) t), где ru - циклическая частота.

Механо-электромагнитные процессы в теле Б пренебрежении токами сме 

щения описываются системой уравнений магнитоупругости [2 ], которую

представим в Биде

S2 i -.. -.. -+ '" -+ -- -1-+ ФО 4 l (1 - i) ({rot Ь, Ь] + [rot Ь , b*J) + (l + i) (frot Ь, Ь*] +
+ [rotb* , ь])},

-+ д Ь 2 r д; -+

А Ь - х
2

д! - + х rot l д! • г о +
)<2 I , ( д; -+ r д; ' -++ ФО 4 rot \(l -/) дt ' Ь + I д! ,Ь* + (1 )

-+ -+

+(l +i)(
ди -+ ди* -+

Ь* + Ь* = о,
д!

,
д'

,
,. -> -+

-+ -+
ди -+ ",2 да -+

Е = rot Ь - х2 -фо (l - i) Ь +д'
,

го
д!

,
4

I -+ -+ -+
I ди* -+ ди -+ ди* -+

+' Ь* + (l + i) Ь* + Ь
д'

,
д'

, , ,
[ д'

-+ (О) 2 дЬ(О)
rot Е = - х д' '

-+
дЕ(О)

д'

div Е = divЬ = div Ё(О) = div ь(О) = о.

Граничные и начальные условия будут такими:

(Jkjnj =
Fk i'
ро

,
(Z,I

-+ -+ ( 0 ) -+ -+ ( О)

(S),Е, = Е, , Ь,!: = Ь,!: на поверхности

-+ -+ -+... ... -+ -+ -+ ( О) да дЕ(О) дЬ(О)
Е, Ь Е(О) = 0 t = о . (3'1и, Ь , , • при, ,

д' д' д!
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