
~o
бflо

r *2
. Р;

I . 4 4
l Р; - Рш

. 3
Р;

*J1 (Pi R)
•J O (PiR)

J1 (PwR)
Jo (PwR)

d1 (Рш, R)

dt (Рш, R)
;

(20)

i = 1,2.,
•• J 1 (Pi R)

-Р! *
J о (piR)

Разложив фигурирующие в (17) - (19)
операторы в ряды и ограничившись членами,

содержащими R не выше второй степени , по

лучим такие приближенные граничные усло

вия на крае r = R пластинки: .

(О») о, д2и
-а! Т + '6n д.2 ,

•
а(О) Q *

lдш+ t Т*+ О
R дг б 8n

N _ go (и
2-

l-vО , R

Iz
•

~ о
r

:s: -

2я

•
Qo ( 1 1

Q2 = 2" R - 4

*где Qo = PoS, ~20 = PoVo'
Сформулированные граничные термомеханические условия (6) , (20}

дают возможность определять динамические температурные напряжения

в пластинках с круговыми включениями произвольной формы, симметрич

ной относительно вертикальной оси. В частности, они могут быть использо

ваны для изучения температурных напряжений в кинескопах, содержащих

включения, представленной на рисунке формы.
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ОБОБЩЕННАЯ ВЗАИМОСВЯЗАННАЯ ДИНАММ'4ЕС~АR

ЗАДАЧА ТЕрмоупругостн для СФЕРЫ

Ф. В. Семерак, 8. М. Бойко

(1 )

(2)

Рассмотрим однородную изотропную упругую сферу радиуса R, находя

щуюся в ненапряженном и недеформированном состоянии . В начальный

момент времени поверхность сферы r = R поддается тепловому или механи

ческому воздействию. При решении задачи используем сферические коорди

наты (r, ер, 8), отнесенные к центру сферы. Предположим, что перемещения

можно представить в виде

и, = u(r, т), Uq> = ив = О.

ДЛЯ определения нестационарного обобщенного температурного поля в

сфере имеем уравнение теплопроводности [3]

д2Т 2 дТ 1 (дТ д
2

Т ) ( a8kk д28kk )
дг2 + r дг - а д. +., д.2 - 'YI д. +., д.2 = О,

где

щЕТо
л(1-2v) , + + ди+2

8kk = 8" 8q>q> , 80е = дг r и,
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(3)
дТ

= т дт '

а, - температурный коэффициент линейного расширения, То - темпера

тура сферы в ненапряженном состоянии; Л, а - коэффициенты теплопро

водности и температуропроводностн: т, - время релаксации теплового по-

тока, v - коэффициент Пуассона, Е - модуль Юнга. . " .
Уравнение движения имеет вид (1)

д2и 2 (ди иг ) _ la2u
дг2 + ,r дг с2 д'I2

t

(6)

(5)

р - плотность. Начальные ус-

~ )-

2 (l-v)Е
где С. = т =

(1 + '\1)(1 - 2v) Р ,
,

ловия задачи имеют вид .

и~O, ~~ =0, Т=О, ' ~~ =0 , прит ь-О. (4)

Для решения задачи применим к уравнениям (2) и (3) интегральное преобра

зование Лапласа по переменной Т. С учетом условий (4) получаем

- - .

d2T 2 dT 5 - -
dr27":+ r dr --a-(l +·г5) Т ' Ч5 (1 +.r5)8kk =0,

• • .'J .. •

d2u 2 ( du S2 - dT
d 2 + d 2 u = m dr ,
г r г с;

1
-

После исключения из уравнений (5) и (6) Т (5) получим следующее урав-

нение:

2 ~ 2) 2 ~ 2 -{\7,-II.\ (\7. -11.2) и = о, (7)

где 1.1 и "'2 - корни характеристического уравнения

1.4 -1 ;; (l + М2) + : (l + В) 1.2 ~ ( : + ~ М2 = о, (8)

М = ~:' В = чат, CQ = V :, - скорость распространения тепла, \72 =

d2 2 d 2
= d& + _т_ - dl' - TJL ' Следует отметИТЬ,--':IТО_"'I_И_А2 _имеют--положителъ-- -
" .

u

ные деиствительные части.

" . Учитывая, что перемещения и температура в центре сферы должны быть

величинами конечными, из (6) и (7) получаем

и (г, 5) = А (5) i.l • (Л1Г) + В (5) i.l • (л2г) , (9)

Т(г,5)= ~ л~~ 5: )' А (5) i '/, (ЛIГ) + ~ l"'~ ~ В(5)i'/.{Л 2Г),(lО)
1 С\ 2 I

где iv (х) - модифицированные сферические функции Бесселя [2]

. i" (х) = 1_ 1" (х).
Vx

.Неизвестные величиныА (5) И В (5) определим из условий на поверхности

сферы. Предположим, что ' граничные условия на поверхности сферы задают

ся в виде функциональной зависимости радиальной компоненты агг и тем

пературы Т от времени:

. агг = , /1(. )' T=/2{.)S+{'t) при r=R, {11}
откуда для определения А (5) И В (5) получаем систему алгебраических урав

нений

А (5) W (ЛIR) + В (5) W (л2R) = .71 (5),

~ В(5) л~-
(12)

itt. (Л2R) = 72 (5),
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где

i = J, 2. (1 3)
. ..

Не уменьшая общности , прини маем f] { ri" О, {2 ("1: ) = То. При таком
предположен ии из (12) следует, что '

. . А ' t.A (5) В (s) = t.в (5)
(s) = , t. (5) , t. ' (1 4)

где

Е (1 - v)
(1 - У) (1 - 2у)

2Е

+ R (1 + У)

~A (s) ===
тЕТn

5 ( 1 + у)

2 " (л R)' (1 - У) , , 52

R - ч; 2 - л'2 ( 1 - 2у) c~

~B (s) =

. '

тЕТ" '
5 (1 + у)

, "

Из формул (9) , (10) , (1 4) с учетом (1 3) получаем

[ш (Л] R) i,/, (л2г ) - W(Л2R) 'ч. (Л] R) ] Л]Л2
и (г, S) = , , То .

51'1! Л,~ --.:.. '~ \ w ( л1 R) - 5Л2 (ч ,С w ( л'2R) (15)
\ С 1 ! , C~

, . ,

,

Л] ( л~ -
52

) w (л] R ) i ч, (I'2R) - ;" 2

,
"

•
, '- ) w ( л2R) ' ч; (л] R)О

A j -
о

с- с-

Т(г, S) =
I 1

ТО' (16)" 2
5Л] л2 5-

W (I'lR) - 5/'2
" 5

) w (л2R)л'i'-2 - .,
с2С·

I , 1, • • •

-ВbI!тзжешя ( l 5) и (1 БJ содержат полное решение для данной термсупругой

задачи в и зобр ажениях . Точное обр ащен ие результатов встречается с суше-
" . ' '

ствен ными ан алитическими трудностями , ,
I

Разлагая корни уравнен ия (8) по степеня м 5' пол учаем такие их выра-

жения :
, о

О 5· r'лl ~ cf , 1 +-'--с" " , 1 ']
[ - '; ~ ." ,.. • 1 .~

(17)

(19)

(20)

(1 8)) ,

~ ],

-

л] ~ , ~ r 1 + -тг-г-т-г-г-т-тзт-
с, I

,,"= S J\!l +
с,

' n

С] 1

аМ2 5

иiЗ/2 (х) при г -r 00 И вы-

,

Испол ьзуя асимптотические р а зложения i l/2 ' (x)
ражения (1 7) - (20), из (1 5). (1 6) зап исываем

u(г, s) = mТО ( ; i 1~1М2 ехр [-:- , ~~ --=j--;MC7.2' (к - г)Н s; +
с2

о о 2
l - e - M 2 4 . С2 : С1 с' 4 С2

М
1

+ 1 • • + + +- 053(1 - М2)2 R С] ' 2а I - M 2 R С]• а , •., ...-
"
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• ' , -

~ То ( ~) ехр [ -,-
С1 (R - г) ] 1 .. с2 l-e-M2 с2 1+ 1 1 +- ,

2аМ s а (1 -: М2)2 а (1 - М2) S2

Г с2 СТ
? ?

1-е
с-

е 4 с-+ I 4 2 + +
1 +,R

2 -.. 1- М2 2а (1 - М2) (1 + М)
,- - -~,IR с а С11

2 Е
где С2 = :! (1 + v) р •

Применяя к (21) и (22) обратное преобразование Лапласа, находим вы

ражения нестационарного обобщенного температурного поля идинаМичес· ·
u

ких температурных напряжении:
,- - . -

T(~o't) =(P~h)(1_BM2)2expr- 2(l:М2) ]{(f_h)+}[\~~~~2 +
+ 4~2 + 4В;М~](f-,--h)2 ;S_(f-h) + : P~h )eXP[--2~И ]11 +

-J.:1 1-= е -: М'1- ----г =1 1:=1 -4f1Z I + е 2В2

+ l (1- М2)2 -:- 1- М2 J(f -hМ) + 2 l Р 1 _ М2 + Р Х

е ( 1 - е - М2 4В2 , ( 1 - е - М2 , 4В2)'
Х (1-M2) (1+ М) -'- ~(1-M2)2 + Р . J ,2 (1:'-М2)2 + Р + ..

(
1 4В

2 )] 2}+ 1- М2 + Р , (f - hM) S_(f -hМ); (23)

о", (г, Т) '= ( Р ~ h ) '2 (1'~ М2) ехр [- 2 (1 : М2) ]{(f - h) +
..

1[1 - е - М2 4В
2 8 4В

2
М ] 2} S+ 2 (I_M2)2 + Р + 2(I-M2) -р (f-h) _(f-h)-

, ' "

- ( Р ~h) 2 (1 ~ М2) ехр [- 2~ 1((f - hM) + ~ [ ](~~~~2 + ,

+ 2~ ] (f -hМ)2} з.. (f -hЛ:) - {(Р ~h); 1~ М2 ехр [- 2 (1 ~ М2) ] Х
I 1[1 - е - М2 4В2 е " 4В2М ] ..

х )(f '~) + 2 (1 _ М2) 2 + Р + 2 (1 _ М2) ---;- Р Х

"х (f -щi 'i} з.: (f = h) - '1~v (Р ~ II~) 1~~2 ехр [~ 2~ Ни -hМ)+

+ ~ ,[ \~~~2~2 + ~~2 р!~hN1)} з: (f ~/IM)~' ~ p~h) (1 _еМ2)2 Х
,
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х ехр [- 2 (1 ~ Ш)

Х (f-h)2}S_(f-h) +

х (f-hМ) + ~_ [ 4~2

4f12 ) ( 1- g - М2+ Р 2 (1- M~)2

где f =

i = г, в.

I _ р_ _ u{i(1-2v)
l - р, ui - ЕТ '

а/ о
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ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

И ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛА

С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОИ ПРЯМОЛИНЕЯНЫХ РАЗРЕЗОВ

Г. С. КИТ, М. П. Соколовский

Пусть в плоскости Z = Х + iy имеется теплоизолированнаярешетка профи

лей (разрезов), образованная n рядами отрезков L"m = akm Ь"m (k = 1,
1

2•...• n; т = О. ±1, ...) с центрами в точках гkт = 2mмФ + 2" (akт +
+ bkт) (рис. 1).
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