
Если начальное распределение температуры в полубесконечной пластинке

такое, что внутри системы симметрично расположенных прямоугольников

температура равняется t~), а вне их - t<J> (рис. 4), т. е.
м N

tH (х, у) = t<J) + tp ~ ~ ([5 (х=) - 5 (х+)] [5 (у_) - 5 (у+)]} , (27)
m=О JJ =O

где xt=x+nl+(2n+2± l)d, х., =x-nl-(2n +2+ l)d,
y~ = y-mk- (2т ± 1) с,

М = ± 1, ± 2, ± 3, "" N = + 1, + 2, + 3, ... ,
то

(28)
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ПОПЕРЕЧНЫЕ 'КОЛЕБАНИЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ ПРИ ВНЕЗАПНОМ НАГРЕВЕ

Р. Н. Швец, В. М. Фпячок

(1 )

Рассмотрим термоупругие колебания прямоугольной в плане трансвер­

сально-изотропной цилиндрической панели толщины 2h, длины 1, с углом

раствора ~o и радиусом кривизны Р; срединная поверхность которой отне­

сена к ортогональным безразмерным координатам а1 , а2 • Пусть поверхность

z = h рассматриваемой оболочки подвергается внезапному тепловому воз­

действию среды, температура которой мгновенно повышается до значения

to. Между средой и поверхностью оболочки происходит конвективный теп-

(
1 '

лообмен. На краях а1 = О, [1 11 = R' поддерживается нулевая температу-

ра, края а2 = О, ~o и поверхность z = -h оболочки предполагаютсятепло­

изолированными. При указанных условиях теплообмена нестапионарное

температурное поле описывается уравнением [1]
k2 гч гч д/ 1 д!

aaf + д ~2 + k Щ - 4 дт '

I

(2)

3 аТI h z
которое учитывает кривизну оболочки. десь т = 4h2 , k = R ' ~ = h '

'1 время, t приращение температуры, а - коэффициент температурс­

проводности.

Применяя конечное синус-преобразование Фурье по переменной а1 и

преобразование Лапласа по переменной т при однородном начальном усло.~

вии и граничных условия х

д! + y(t-to) = О при ~ = 1,
д~

при ~ = - 1 и CGz = О, ~o ,

при а1 = О, 11'
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темпер атурное поле в оболочке
k 00

4toY е2 (I - \;) ~t (а1 , ~ , Т) = --"--'--
n

n=1.3

(3)

г ] 00 2~
-=- l sn ch S; (1 + ~) + k sh ~n (1 +~) - ft (s~ + ~7) А! Х

Х [cos ~ (1 + о + ;~ sin ~ (1 + ~) ] е-(S~+f3~)Т} •

Aj = [~; (1 + 'У) - k (k - 'у) ] sin ~j + ~j [~; + k (k - у)] cos ~i'

r 1
х l Е!;

•

,

..-: = Ji! (1 --:-- 4/'~ ) , В ; - корни уравнения tg ~ = ~Z + J~k _ 1') , 'у - относи­

коэффициент теплоотдачи на поверхности z = h оболочки,

- кение трансверсально-изотроппых пологих цилиндрических оболо­

лвер гн утых воздействию температурного поля (3) , можно описать.

- нюш [2- 5 ]

_ _ R (1 _ ,, \72) az cp + a
2
pR (1-8"12) azw + (l + ,\,) DRa/ "12T_= O (4 )

. '" v дa~ I3kЗ д.2 k ~ "

l 1

Т1 = .; .\ td~, Т2 = ; st~d~,
- 1 -1

,

2Eh3 k2 Е д2 д2

D = 3 (1 _ '\'2) , 8 = 3k ' (1 _ '\'2) О' , "12 = да2 + arx2 '
I 2

- прогиб оболочки, <р - функция напряжений, 'Ф - функция углов по- .

3. Е , v - упругие характеристики оболочки в направлении (Х!, Clz ; О'- .

_ -.lЬ сдвига в нормальных к срединной поверхности площадках, k'­
. : ици ент сдвига, р - плотность материала, а/ - коэффициент линей­

...-о расширения .

Исключая поочередно функции w и <р из первых двух ур авнений системы

Q, а также учитывая, что Т! и Tz зависят только от (Х1 И Т , находим

"18W + 211 (1 _ 8"12) ER2 д
4

.л, а
2

р "14 д
2 JW -

D д 4 I 16k4 д.2
а l

2hЕR3щ
1- 8 д2 д 4Т (1 + '\')R(J.t д 6Т,

(6).- д 4' + = 0D да2 k даб
а ,

,
1 I

. ,

'У8<р + 2h (1- 8"12) ER2 д4

+ а'р "14 д2

ер +D да4 16k4 д.2

1

+ 2hER2
Cl/

д4

+ a2 hp I д2
) д2

д
2

Т1 +
да4 8k4D ~ 1 - 8 да; д .,,- да2

1 I

д 4Т+ 2 (1 + v) RЗЕCl/ ' = О ,
да4

1

U 2, 1, 2 . , 1, - О
t 'у - (l _ 'у) s 'у - •

(7).

(8).
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Формулы для углов поворота нормали, усилий и момеНТОВ,возникаю- '

ЩИХ в цилиндрической оболочке вследствие неравномерного ее нагрева,

имеют вид

дЧJ )
дехз. '

(9)

D
Н12 = -(1-v) ~

где

(10)

•

введены обозначения

Н = 1 12ks,,(chsn-i)+(s;+k2)shsnJ,
n 4k2л2Еn n

2~7 [2k/); (ek
- cos р,) + (/); .::..- k2 ) sin j) j]

F (~ ,) = ---!...--'---;,-..".-:....----:!----'-- ,
, (S~ + /)7) (k2 + ~7) А,

•

Здесь

a2 qJ а2р a2w
да2 + i)k3 д.2 +

1

Интегральные температурные характеристики Т1 (а1, т) и Т2 (а1 ' т), ВХО­

дящие в уравнения (6), (7), (9), согласно выражению (3) принимают вид

~ 00 2 .

~ sin ~nal Нn _ ~ F (~,) e-«n+tJ;)'t ,

n=I,3 ;=1

+

(1 1)

, ;

2/),~ 3k2 - j) ~
Ф ф,) = J (ek cos ~,) ~, .......

(s~ + ~7) (1<2 + 1)7) А, k2 +1)7
j); - k2 k (31)7 -:- 1<2) •

2 + 2 SШ (3j •
k2 + 1).

1

для определения однозначного решения системы (4) или (6) , (7) и (8)
при известных значениях температурных характеристик (10) необходимо

задать соответствующие граничные и начальные условия [1, 3] .
Пусть края а2 = О; ~o оболочки защемлены, а края а1 = О; 11 шарнирно

оперты. Тогда

w = О, v = О. М1 = О, N1 = О , '\'2 = О при а1 = О, 11;

rv = О,и = О, ;w= о, н, = О, '\'1 = О при а2 = О , ~O'
а2
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Граничные условия (11) после некоторых преобразований через искомые

функции W, ер и ф можно записать в виде

W I = о,' а,=О,1,

а2=О,130

a2w

да2 /1 а,=О,1,

=0, (12)

m I о = О,'t' а,= ,1,
ct2= O,f.l o

(13)

дф = о дф = д a2w + (1 + ") Rщ Т (14)
да1 la,=O,1, 'да2 1а2=о, 13о да, 8 дa~ k 2 •

Условия (12) будут удовлетворены, если решение уравнения (6) искать

в форме [6, 7]
00 00

W (al , а2 , Т) = ~ ~ Wnm (Т) х.: (а2) siп ""nal'
_ n=1 m=1,

(15)

Хnm = Сnm

где W nm (Т) - неизвестная функция,

бnm sin 1'Jnma2 -1'Jnm sh б nmа2

бnm sin 1'Jnm~O - nnm sh бnm~О

cos 1'Jnma2 - ch бnmа2-
cos т\ nm~O - ch б nm~O

,

Величины [1nm являются корнями трансцендентного уравнения

2

" , /14 - "'~

Х sinV [12 "~~o shV [12 + ""~~o = 1.
•

Неизвестные постоянные Сnm найдем из условия ортогональности

ций Хnm (а2) :

(16)

функ-

(17)
f.I? r о при т =1= i,
\ Хnm (а2) Xni (а2 ) da2 =) 1 .
О , I при т = ь,

Для определения функции W nm (Т) подставляем выражения (10) и (15)
в уравнение (6), умножаем его на Хnm (а2 ) sin ""nal И интегрируемв пределах

поверхностиоболочкис учетом свойств ортогональности функций Хnm (а2) ,

sin ",nal И квазиортогональностиХnm (а2 ) и ее второй производной.

Применяя интегральное преобразование Лапласа по времени к полу..- ,

ченному уравнению на функцию W nm (Т) при W = W = О, находим

-. KnmQ~m84 Ln + QnHn _ ~ ф (~j) + QnF (~i)
Wnm (р) = 2 + Q2 84 Р ~ о + s2

n
+ R2,. •

Р nm ;=1 ~

где р - параметр преобразования Лапласа,

24htоущ (1 + ") "'~D пт
Кnm = 2 8 2 2 ",4 t

пп. [k /1 nm + 3 (1 - v ) (l - 8/1nmЬnm) n]

2 1
о; = (l - ") (l + 8Лn) В = 2h ( D)4

2k"'~ • R Уа 2hp •

130 130

о.: = 5Хnm (а2 ) da2 , Ьnm = SХnm (а2) Xhm (а2) dcx2 ,

о О

(18)

з 6-271

-
Хnm = Сь».

бnm sin 1'Jnma2 + 1'J nm sh бnmа2

бnm sin 1'Jnm~O~ 1J nm sh бnm~О •

зз



'г " , _. . ) "

Величины Qnm связаны с частотами собственных колебаний ffi n ry,, .

нием ~. ,'"
соотноше-

"

2hpR'
D

Применяя теорему , разложений к формуле (18), .находим динамический

прогиб цилиндрической панели

• w (a.1 , a z.' т) = ~' ~KnтХnт' (az) sin Аnа1 х
,,=1.3 m=I .2

х

х fL Qн _ 8 4Q 2 ~ Ф (~;) + QnF Фi) х
I n -г n n nт ~ (52 + R ~)2 + 8 4Q 2

. " , 1= I n 1-'1 nт

•

(s; + ~7)2 8 2Q + s~ + ~7 . 8 ZQ + -(S~Н])'t
--':;:-'''''2--'--- COS nm' SШ nт' е

B4Qnm (32Q nm

Соответствующий квазистатический прогиб равен

• (19),
,

со 00

•

ес - (S 2 +II~)'1
х [" + Q"H" - ~I IФ ((3,) + QnF(~;)I е n 1 [, (20)

для определения функции ер (а\. а:2 • Т) неоднородную задачу (7), (13)
приведем к однородной, использовав при этом свойства б (~2)-ФУНКЦИИ

Дирака [7 J:
•

\78 + (] _ \72)( 3 (1 - VZ) д
4 + 1 \74 д2 <р +

ер В, k2 да; В' iJ1'Z

•

+ 2hER2a t
д'

+
I

1-е д
2

)
д'

дa~ В' да2 дт2

1 '
•

= ~ 2hER2a , \74+ I (1 -8\72)
д~

]Т184 от2

•
i

Применяя интегральное прео6разование Лапласа при однородных

чальных условиях и представляя решение уравнения (21) Б виде

•

на-

(22)= О .= О,.' ,

- кх 11(1. ,=0.1 ,,

-

• (23)

находим окончательное выражение для функции напряжений:

_ '" '"' -- I _ - 2-
qJ(a1,«xz,.) - n= ; ~"".i', з KlImi (L/l QII H" I «('()s B (1)"тт - l ) +

••

. В2sln (1)",nТ -

•
" ~,

к = ' !9:1l ,a ,y0 11R.I ! + у ) , .

nт л2nm [ Ao~~~m + ;) (1 - у' ) ,,~ (l + B X~m) I '

Здесь

•

,
.. ' . )

, . - - 15 ' +B~ )'

- "n~ В 2(йlIm т + е -n i

•

(24)
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-
Рnm = Q1\ '1I +

(s~ + ~7)2 k
б (1 + v) 84

,

[X~m + В (;'~ + ,2.~7.m)]; ';m ~ .~: "
, '. ",

G -2 4 ' 4
- (Лn + f.LmX nm) k -2 Хnm
Qnm = 6 (1 + v) ' . <Оnm = 2. 1 + 8Хnm

Функцию углов поворота Ф представим в виде ряда
00

Ф (сх1 , СХ2 • Т) = ~ :;jin (сх2 • Т) cos ;'nСХ! .
n=1

•
'. '.

, (25)

•

, .
,

,

,-

,

~
, . ,::,1
, '
, -, ~ \

, - - . ~ . . ~! •.. '. -/ '

-,

" '•

604020о

2

4

•

,

1
БО

f1Н

2

==:,.. ­--

О

I

I

,

.kft'
2

4 б лг

Рис. 1 Рис. 2
. • • I

Подставляя (25) в уравнение (8) и используя граничные условия (13) для
- . --

нахождения постоянных интегрирования. находим функцию '/'n (сх2 • Т).

В результате получаем " . ' ,
00

'/' (сх1 • СХ2• Т) = '~ _Л..;,:n,-С_О,s_n-,Лn:.:.,IX....::1,- { (1 + ~) IXt
h Т2 (Т) ( sh rnCXZ -"

n=I,3
00

-th '10 сьгnсх2)+в ~ !-L~mWnm(Т)[Хnm(0)ShГnСХ2+
m=1,2

+ (Хnm (~o) - Хnm (О) ch rn~o) ~~l ~:~: ]} • (26)
где

222
гn = Лn + (1 _ v) 8 •

Подставляя найденные функции w (CXt э "СХ2, Т), qJ(CX1, СХ2, Т) И 'ф (сх1 • СХ2, т)
в формулы (9), находим углы поворота нормали. компоненты динамических

усилий и моментов для цилиндрической панели, обусловленных внезапным

тепловым воздействием внешней среды. В пределе при 8 = Оиз (19), (24)
и (26) получаем решение задачи для изотропной ободочки на основе клас-

u

сическои теории.

kQ" ,",
. На р ис. 1 показаны изменения безразмерных собственных частот . '

, 5 • 6
, u н 1 2 k' R

В зависимости от "n И различных значении Н при т = ; и = 6; 1"0 =
= 1; v = 0,3. Сплошные кривые соответствуют решению для трансвер-

Е ', ,

сально-изотропного материала 6 ' = 40, штрихпунктирные - для изо-

Е -, ' . '
трапного О' = 2,6 и штриховые линии соответствуют решению в рамках

3* ;:,35
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