
+ aop2n2h2]} . (21)

Таким образом, если начальная температура, подводящий тепловой по

ток к одной из плоскостей и коэффициент теплопроводности пластины пред

ставляются заданными некоррелированными стационарными стохастически

ми процессами, то, как видно из выражений (19) - (21), нахождение мате-
u u

матических ожидании соответствующих температурных полеи сводится

к вычислению суммы определенных интегралов. Если между функциями

%1 (Т), %2 (х), %3 (Т) имеется корреляция,то ход решения остается прежним,

однако окончательные расчетные формулы для математического ожидания

усложняются, поскольку необходимо учитывать корреляционные функции

'связи между функциями %1 (Т), %2 (х) , %3 (т).
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ТЕМ ПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ В ПЛ АСТИНКАХ

С НЕРАВНОМЕРНОЙ НАЧАЛЬНОЙ ТЕМПЕРАТУ РОЙ

В. Л . Лозбень

Рассмотрим бесконечную пластинку, через поверхности которой z = +В

осуществляется теплообмен с внешней средой по закону Ньютона. В на

чальный момент времени т = О температура пластинки является произ

вольной функцией координат ее срединной плоскости г = О, т. е.

t 1.,;=0 = tH(x,y).(l)
, .

(2)

, .

Для определения возникающего при охлаждении пластинки температур

ного поля воспользуемся уравнением теплопроводности [2 J

оч еч вч 1 дt

дх2 + ду2 + дг2 = а д.

при таких граничных условиях:

(4)

,

I 2
ехр l~ /-tn

. z
sш /-Ln cos /-Ln б

/-Ln + sin /-Ln cos /-Ln

00

- _. .
где [2 J

дt
л дг + а (t - tc) = О, z = ± в , (3)

где а, Л, а - соответственно коэффициенты температуропроводности , тепло

проводности и теплоотдачи.

Общее решение краевой задачи (1) - (3) при а = const с помощью инте-

гр альных преобразований Фурье и Лапласа находим в виде ",

t = tc [1 ---,. чг (z, Т)} + чr (z, Т) е (х, у, Т),



~ - 5: _ !Пi х а р апер НСТIIческого уравнения

ctg f.L = f.t
В

· ,
1

Bi =
ат

/)2 , (5)

ос ос

1- [г , у. T ~ = - ,,.----
.., а :ll;

(6)
-00 -00

1

х

а
•

2d
-,

t~)
,
\
\ •
,

Рис. 1 Рис. 2

у

_ - - lЯ Е'ТС Я начальным распределением температуры {Н -

_нэелем несколько примеров, !J
т яюших интерес для тео

.:< ·2..1К Н .

(8)

Пусть в прямоугольнике - d2 -< Х -< d1 , - С2 <. у <. C1 (р ис. 1) н ачаль

темпер атур а равна t~), вне его - (~), т. е.

i н = tj:p + tp [5 (х + d2 ) .,.-.5 (х - d1)! [5 (у + С2) - 5 (у - c1) ] , (7)

_>е { . = (4) - t~', 5 (ц) - симметричная единичная функция [1 [ . Подстав
. "выражен ие (7) в формулу (6), получаем

с. _. ) t(2 ) tp [ f ( х + d2 ) f ( х - d1 ')] [ f ( у + С2 )'о (.<. у , Т = Н -1- 4 ег г- - ег , j"_ ег .- -
2 f ах , 2 r а, 2 J/ а,

_ f ( у - С1 )]ег , / _ .
2 r а,

.1.1Я ПОо10СЫ .:.- d2 -< У -< d1 из соотношен ия (8), полагая С] -+ 00, С2 -+ 00 ,
=... "Х ОД НМ

е (х, Т) = t~) + ; [егО х ~~ ) - erf ( х - ~ ) ] . (9)
\ 2 У а, 2 ~' ат

_:.DG.lОГ НЧНО для полуплоскости Х > О из выражения (9) при d2 = О, d1 -+ 00
,"ч ае \!

е (х, Т) = t~) + ; erfc (- 2;ат ') , (1О)

епс (- ц) = 1 + erf (ц).

Если н ачальное распределение температуры в бесконечной пластинке. .
_ что вн утри системы симметрично расположенных прямоугольников

ератур а равняется (~>, а на остальной части пластинки - t~) (рис . 2),
, ". • ,1 •- е_

. N М

tH = t~) + tp ~ ~[5 (х_) -5 (х+)][5 (у_)- (5 (у+)J, (1 1)
a-Оm=О · .
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где

то

х± = х - nl- (2n + 1) d,

N = ± 1, ±2, . .. ,
У± = y-mk-(2m± l)с,

. М = ± 1, ± 2, • .. ,
. .

N М

EJ (х, У, т) = t~) + ~ ~ ~ erf
n=Оm=О

х-
2 -va:r -

-erf Х+ ег] У- -:-erf У+. (12)
2 VШi 2VШi 2 Va:r

Для осесимметричного распределения начальной температуры решение

(4) принимает вид

где

t = tc [ 1 'I' (г, т)] +'l' (г, т) е (г, т), (13)

(1 5)

(х) 2

D. 1 ~ ,2 +'0 ( "0)о (г , т) = 2 tH (го) ехр - 4 г/о 2 dro, (1 4)
a~ a~ a~

О

10 (~) - модифицированная функция Бесселя нулевого порядка. В част

ности при tH (г) = t}~) + tpS (R - г)

R 2 '
(2) t (' ,2 + '0 (")

е (г , Т) = tH + 2:~ J ехр 4a~ ro/o 2aO~ d.o=
о

( 2) {т2
} ~ ,2k -k ( R2

)
= tH + tpexp - 4a-r 6 (k l)2 (4ат) l' k + 1, 4а. '

l' (~, ч) - неполная гамма-функция.

Рассмотрим полубесконечную пластинку, через поверхности которой г =
= ±б осуществляется теплообмен с внешней средой по закону Ньютона ,

а на краевой поверхности х = О задается постоянный тепловой поток плот

ности q = const. для определения возникающего при охлаждении пластин

ки температурного поля воспользуемся уравнением теплопроводности (2)
при начальном условии (1), граничных условиях на боковых поверхностя х

(З)и граничном условии на краевой поверхности ·

л at - (16)
дх х=О - q.

Общее решение краевой задачи теплопроводности (1 ) - (3) , (16) при

а = const с помощью косинус-преобразования Фурье по х, преобразований

Фурье по У и преобразования Лапласа по Т находим в виде

t = ~ {y2~a Г (_ ~ , 4:a~) a~n ехр { ftg
x

\ +

+ {)'l' (2, ~) { 2 a-r}
2

ехр - f.tn '<2
<Xftn u

ехр{-
•

ftn Х

{) 2

Уа.
+

ftn + Х

+ ехр { ft'6X
} erfc {) _ 2

J a~

р! х_ erfc ( v-) }+ tc 1- 'l' (2, -r)
Vа 2 а. :n:а

где

,

+ \1 - ' 1+: (2, ~) ) е (х, У, Т), (17)

е (х , У , т) = S S
-(Х) о

-tH (~ , '1') ехр {- iчу - а (~2 +ч2) Т} cos ~хd~dч , (1 8)

г (~, '1') - неполная гамма-функция .
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-: а к В ;!дН О, решение (17) состоит из трех сл агаемых , первое зависит от

i:i::CJТ1J ОС Т И тепл ового потока q, второе - от температуры среды, третье 
эс п р еделения температуры в начальный момент времени .

Рассмотр им следующие примеры . Пусть в прямоугольнике d2 < х -<. d]>
- ~ -<. !J < С1 (рис . 3) начальная температура равна 6Р, а вне его - t~) ,

е.

(20)

i
••,
•

е (х , у, 't')= t~) + tp [erf(X +~)~ erf(X+d2 ) +
4 2 Vат 2 y'"lп

+ erf ( х - ~ ) _ erf ( х - ~ ) ] [ erf ( у + ~ ) - erf (1 у -('2.)] .
, 2 J/ ат 2 1" ат ' 2 У ат ' 2 1 ат .

..-...-_,.....,.. --,,-__у Полагая в (20) d2 = О , а. >- 00 для

полуполосы - С2 < У < С1 , параллель

ной оси Ох , получаем

'н ( х , у) = t~) + t p [S (х - d2) - S (х - d1)] [S (у + С2) S (у -с1) ] . (19)

а вим выражение (1 9) в соотн ошение (18). Воспользовавшись теоремой

!:Эе-рт ке для ' преобр азован ий Фурье и косин ус-преобр азования Фур ье [3 ],
c::.,,"~1

у

Рис. 4

О .

2Сk

•

,
,{2}
( 11

х

Рис. 3

С,С2

(23)

(26)

(21 )

(25)

е (у, с) = 67)+ (р [erf ( !!+~ ) - erf ( y -~ ) ] .
2 . 2 1('ст ' 2 1('ат

___зя кл инообр азной области из выражения (2 1) пр и С2 = О , С1 -+ 00 получаем

е (у, с) = t}}) + t; [1+ erf ( !I _ ) ] • (22)
,, 2 V aT ,

~UI- полосы , пар аллельной оси ау, из соотношения (20) пр и d2 = О , С1 -+ 00 ,

~ -+ 00 следует, что

е (х, Т) = tW+ ; [erf ( ~ ;~ ) - erf ( ~ v~ )].
~- пол уполосы из (20) пр и d2 = О , С2 = О , С1 -)- 00 н аходим

(х , у, с) = t~) + : [erf ( х +('~ ) _ erf ( x'-/~ ) ] erfc (- у('_ ). (24)
2 1 ат 2 1 ат 2} ат

алог ично для полосы , параллельной оси ау, полагая в соотношении (20)
-+ 00 , С2 >- 00, з ап исываем

е (х , с) = t~) + tp [erf ( х +~ ) _ erf ( х + ~ ) +
2 2 VaT 2уат

+ f ( х - d 2 ) f ( х - d1 )
ег (' - - ег r-'

2 } ах 2 J! ат

.......я а г ая в (20) С1 = С2 = С, d1 - d2 = 2с, для квадр атной области получаем

е (х, у, Т) = t}}) + tp [erf ( х + 2с.± d2
) , erf ( х + ~ ) +

4 2уат 2 V aT

+ erf ( ; y~ )- erf ( х -;~~ d
2

) ] [ erf ( ~ ;~ ) - erf ( 211;~) •
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Если начальное распределение температуры в полубесконечной пластинке

такое, что внутри системы симметрично расположенных прямоугольн иков

температура равняется t~), а вне их - t<J> (рис. 4), т. е.
м N

tH (х, у) = t<J) + tp ~ ~ ([S (х=) - S (х+)] [S (у_) - S (у+) ]}, (21)·
m=О n=О

где x't=x+nl+(2n+2± l)d, х., =x - nl -(2n +2+ l ) d,
y~ = y-mk (2т ± 1) с,

М = ± 1, ± 2, ± 3, " ', N = + 1, + 2, + 3, . .. ,
то

м N

t.::\ ( 't (2) tp ~ ~
u х, у, Т) = Н + 4 ~ ~

m=О n=О

(28)

+
х+

2 Усп

У+

2Уат _.
- er f

- er f

erf

erf

-
-erf

-
х+ erf -

2Усп
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ПОПЕРЕЧ НЫЕ 'КОЛЕБАНИЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ

ЦИЛИН ДРИЧЕ СКОЙ П АН ЕЛИ ПРИ ВНЕЗАПНОМ НАГРЕВЕ

Р. Н. Швец, В. М . Фпячок

(1 )

Рассмотрим термоупругие колебания прямоугольной в плане трансвер

сально-изотропной цилиндрической панели толщины 2h, длины 1, с углом

раствора ~o и радиусом кривизны R, срединная поверхность которой отне

сена к ортогональным безразмерным координатам а1 , а2 • Пусть поверхность

г = h рассматриваемой оболочки подвергается внезапному тепловому воз

действию среды, температура которой мгновенно повышается до значен ия

to. Между средой и поверхностью оболочки происходит конвективный теп-

(
1 .

лообмен . На краях а1 = о, [1 11 = R i поддерживается нулевая температу-

ра , края а2 = о, ~o И поверхность z = -h оболочки предполагаютсятепло

изолированными. При указанных условиях теплообмена нестационарное

температурное поле описывается уравнением [1]
k2 гч зч д! 1 д !

aaf + д ~2 + k Щ - 4 дт '

I

(2)
~ = - 1 и а2 = о , ~o ,при

at _ о
г: -

'"
' = 0

3 аТ1 Ir z
которое учитывает кривизну оболочки . десь т = 4h2 , k = R ' ~ = h '

Т1 время, t приращение температуры, а - коэффициент температуро

проводности.

Применяя конечное синус-преобразование Фурье по переменной а1 и

преобразование Лапласа по переменной т при однородном начальном усл9.-:

вии и граничных условия х

~~ + y(t-to) = О при ~ = 1,
"
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