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ДЕЯКІ МНОЖИНИ ВІДНОСНОЇ СТІЙКОСТІ ДО ЗБУРЕНЬ 
ГІЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ З КОМПЛЕКСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 
ТА ЗМІННОЮ КІЛЬКІСТЮ ГІЛОК РОЗГАЛУЖЕНЬ 
 

Стаття присвячена вивченню умов, за яких нескінченні гіллясті ланцюгові 
дроби є стійкими до збурень їх елементів. Встановлено формули відносних 
похибок підхідних дробів гіллястих ланцюгових дробів з комплексними час-
тинними знаменниками та чисельниками, що дорівнюють одиниці. З вико-
ристанням методики множин елементів і відповідних їм множин значень 
залишків підхідних дробів побудовано множини відносної стійкості до збу-
рень – кутові множини, а також множини, які на парних поверхах дробу є 
зовнішністю кругів, а на непарних – напівплощинами. Одержано оцінки від-
носних похибок підхідних дробів таких гіллястих ланцюгових дробів. 

 
 Неперервні дроби та їх узагальнення знайшли застосування в різних 
галузях математики. За допомогою неперервних дробів розв’язано важливі 
задачі теорії функцій і диференціальних рівнянь, теорії чисел і обчислю-
вальної математики. У багатьох випадках області збіжності раціональних 
наближень є ширшими, ніж області збіжності поліноміальних наближень, 
тому апарат неперервних дробів і їх узагальнень ефективно використову-
ється у теорії функцій для наближення спеціальних функцій, зокрема, гі-
пергеометричних функцій, для побудови аналітичного продовження функ-
цій, заданих у вигляді рядів [2, 7, 8, 14]. Окрім того, неперервні дроби ма-
ють властивість ненакопичення або обмеженого накопичення похибок, що 
виникають в процесі їх обчислень [7]. Ця властивість є причиною перспек-
тивності подальших застосувань неперервних дробів в обчислювальній 
математиці [16, 17]. 
 Стійкість алгоритмів обчислення неперервних дробів досліджували 
G. Blanch [11], W. Gautschi [15], N. Macon, M. Baskervill [18], W. B. Jones, 
W. J. Thron [7], Cuyt A., van Der Cruyssen P. [13]. Аналіз похибок, що вини-
кали при обчисленні підхідних дробів неперервних дробів, показав, що 
обернений рекурентний алгоритм є більш стійким порівняно з прямим ре-
курентним алгоритмом. W. B. Jones, W. J. Thron отримали у явному вигляді 
оцінки похибок, що виникають при обчисленні підхідних дробів за оберне-
ним рекурентним алгоритмом, і вказали на залежність цих похибок від еле-
ментів неперервного дробу [7, 14]. Питання стійкості розвинень спеціальних 
функцій у неперервні дроби вивчалось у роботах [10, 12]. 
 При дослідженні стійкості багатовимірного узагальнення неперервних 
дробів – гіллястих ланцюгових дробів (ГЛД), як правило, враховувались 
похибки збурення елементів дробу. Ця задача отримала назву дослідження 
стійкості до збурень. 

Основні ознаки збіжності та стійкості до збурень ГЛД 
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з додатними компонентами наведено в монографії [2]. Зокрема, Д. І. Бодна-
ром встановлено, що область (0, )G = + ∞  є областю відносної стійкості до 
збурень ГЛД (1). Цей результат повністю розв’язує задачу дослідження 
стійкості до збурень ГЛД з додатними частинними знаменниками та 
чисельниками, що дорівнюють одиниці. Питання про стійкість до збурень 
ГЛД (1) в усій комплексній площині на сьогодні залишається відкритим. 

Використовуючи формули відносних похибок підхідних дробів, 
Д. І. Боднар і М. О. Недашковський одержали оцінки цих похибок ГЛД з 
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додатними елементами, а також комплексними елементами, що задовольня-
ють умови Ворпіцького чи Слешинського – Прінґсгейма [2, 9]. Із одержаних 
оцінок, як і у випадку неперервних дробів, випливає залежність похибки 
підхідного дробу від елементів ГЛД. У роботах [4, 5] побудовано та дослід-
жено множини відносної стійкості до збурень, зокрема, багатовимірні мно-
жини, ГЛД загального та спеціального виглядів з комплексними елементами 
і деяких підпослідовностей їх підхідних дробів. Абсолютна стійкість до збу-
рень ГЛД з дійсними елементами розглядалась у роботах [1, 3, 6]. Подаль-
ше вивчення питання відносної стійкості до збурень ГЛД з комплексними 
елементами та змінною кількістю гілок розгалужень є предметом дослід-
жень пропонованої роботи. 

Основні поняття та означення. Розглянемо ГЛД зі змінною кількістю 
гілок розгалужень 
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де 1 2( ) ki k i i i= …  – мультиіндекс, ( )i kN ∈ N  – кількість гілок розгалужень. 

Позначимо множини мультиіндексів 

 0 0I = { } , 
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вають s -ми підхідними дробами ГЛД (2). Величини, що визначаються реку-
рентними співвідношеннями 
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називають залишками s -го підхідного дробу ГЛД (2). При цьому ( )
( ) ( )
s

i s i sQ b= , 

( ) si s I∈ . 

Нехай ( )i kb
)

, ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , – збурені значення елементів ( )i kb  

ГЛД (2). Тоді ГЛД 
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називають збуреним гіллястим ланцюговим дробом до дробу (2). 
Нехай ( )i kG{ } , ( )i kG ⊂ C , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , – послідовність мно-

жин елементів ГЛД (2) і збуреного до нього ГЛД (4): 

 ( ) ( ) ( ) ( ),     ,     ( ) ,     0,1,2,i k i k i k i k kb G b G i k I k∈ ∈ ∈ =
)

… . 

Послідовність ( )i kV{ } , ( )i kV∅ ≠ ⊂ C , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , називають 

послідовністю множин значень залишків підхідних дробів ГЛД (2), що від-
повідає послідовності множин елементів ( )i kG{ } , якщо 

 ( ) ( )i k i kb V∈  

для кожного ( ) ( )i k i kb G∈ , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , і 

 
( )

1

( ) ( )
( 1)1

1
i k

k

N

i k i k
i ki

b V
v

+ +=

+ ∈∑  (5) 

для кожного ( 1) ( 1)i k i kv V+ +∈  і кожного ( ) ( )i k i kb G∈ , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … . 
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Із наведеного означення випливає, що ( )
( ) ( )
s

i p i pQ V∈ , ( ) pi p I∈ , 0, ,p s= … , 

0,1,2,s = … . 

Послідовність множин елементів ( )i kG{ } , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , назива-

ють послідовністю множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2), якщо для 
довільного 0ε >  існує таке 0δ > , що для кожного ( ) ( )i k i kb G∈ , ( ) 0i kb ≠ , 

( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , і кожного ( ) ( )i k i kb G∈
)
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, 0,1,2,s = … , де 

( )sf  і 
)
( )sf  – підхідні дроби ГЛД (2) і (4) відповідно. 

Формули відносних похибок підхідних дробів. Припустимо, що 
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(2), підхідного дробу ( )sf  і залишків ( )
( )
s

i pQ  підхідного дробу ( )sf  відповідно: 

 ( ) ( ) ( )(1 ),      ( ) ,      0,1,2,i k i k i k kb b i k I k= + β ∈ =
)

… , 

 ( ) ( ) ( )(1 ),         0,1,2,s s sf f s= + ε =
)

… , 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )(1 ),    ( ) ,    0, , ,    0,1,2,s s s

i p i p i p pQ Q i p I p s s= + ε ∈ = =
)

… … . 

Розглянемо величини ( )
( )
s

i pε
)

, ( ) pi p I∈ , задані співвідношеннями 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )(1 ),     ( ) ,     0, , ,     0,1,2,s s s

i p i p i p pQ Q i p I p s s= + ε ∈ = =
) ) … … . 

Очевидно, що ( ) ( )
( ) ( )(1 )(1 ) 1s s

i p i p+ ε + ε =
)

, ( ) pi p I∈ , 0, ,p s= … , 0,1,2,s = … . 

У припущеннях (6), (7) покажемо, що для відносних похибок ( )
( )
s
i pε , ( )

( )
s

i pε
)

 

справджуються такі рекурентні формули: 
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Формули (10) очевидні. При 0 1p s≤ ≤ −  маємо 
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Аналогічно отримуємо рекурентні формули (9) для відносних похибок ( )
( )
s

i pε
)

. 

Почергово використовуючи співвідношення (8), (9), отримуємо формули 

для відносних похибок ( )
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Оскільки ( ) ( )
0

s sε = ε
)

, то, поклавши в (12) 0p = , отримуємо формулу для 

відносної похибки s -го підхідного дробу ГЛД (2): 
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де величини ( )
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′β  визначаються згідно з (13) при 0p = . 

Множини відносної стійкості до збурень. 
Теорема 1. Нехай існує стала β , 0 1< β < , така, що 
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множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2), якщо збігається ряд 
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де 
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Для відносних похибок підхідних дробів справджується оцінка 
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Д о в е д е н н я.  Розглянемо послідовність множин ( )i kV{ } , де =( )i kV  

= ( )i kG , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , а множини ( )i kG  визначаються згідно з (16). 

Тоді ( ) ( )i k i kb V∈ , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … . 
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 2 2
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)2 cos ( )i k i k i k i kb z b z b z− − − −+ = + + ϕ − ϕ ≥  

 ( 1) ( 1)i k i kb − −≥ ≥ ρ , 

то послідовність множин елементів ( )i kG{ }  є послідовністю множин значень 

залишків підхідних дробів ГЛД (2). 
Із формули (14) випливає оцінка для відносної похибки s -го підхідного 

дробу ГЛД (2): 
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k

N NNs k
s s

i m
k i i i m

q
−

= = = = =

β  ε ≤ + − β − β  ∑ ∑ ∑ ∑ ∏… . 

Оскільки послідовність множин елементів ( )i kG{ }  є послідовністю мно-

жин значень залишків підхідних дробів ГЛД (2) і збуреного до нього ГЛД 

(4), то для величини 
( 1)

( )
( )

1

i k

k

N
s

i k
i

q
−

=
∑ , 1, ,k s= … , справджуються оцінки: 

 
(2 1) (2 1) (2 1)

2 2 2

1 1( ) ( ) ( ) ( )
(2 ) (2 ) (2 1) (2 )

1 1 1

i m i m i m

m m m

N N N
s s s s

i m i m i m i m
i i i

q g Q Q
− − −− −

−
= = =

= = ≤∑ ∑ ∑  

 
(2 1)

2

1 1
(2 1) (2 )

1

i m

m

N

i m i m
i

−
− −

−
=

≤ ρ ρ ≤∑  

 
(2 1)

2 1
2

1 1
(2 1) (2 ) 2 1

(2 1) 1

max
i m

m
m

N

i m i m m
i m I i

−

−

− −
− −− ∈ =

 ≤ ρ ρ = η 
 

∑ , 
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(2 ) (2 ) (2 )

2 1 2 1 2 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
(2 1) (2 1) (2 ) (2 1)

1 1 1

i m i m i m

m m m

N N N
s s s s

i m i m i m i m
i i i

q g Q Q
+ + +

− −
+ + +

= = =

= = ≤∑ ∑ ∑
) ))

 

 
(2 )

2 1

1 1
(2 ) (2 1)

1

i m

m

N

i m i m
i +

− −
+

=

≤ ρ ρ ≤∑  

 
(2 )

2
2 1

1 1
(2 ) (2 1) 2

(2 ) 1

max
i m

m
m

N

i m i m m
i m I i +

− −
+∈ =

 ≤ ρ ρ = η 
 

∑ . 

Тоді для відносної похибки ε( )s s -го підхідного дробу ГЛД (2) отримуємо 
оцінку (19). 

Якщо збігається ряд (17), то існує додатна стала M  така, що ( )sε ≤  

(1 (2 ) )
1

M
β

≤ + − β
− β

, 0,1,2,s = … . Неважко показати, що при 

 
+ ε + − + ε + +β ≤ β < ∈ = …

2

( )
1 2 (1 ) 4 ( 1)

,   ( ) ,  0,1,2,
2i k k

M M M
i k I k

M
, 

де ε  – довільна додатна стала, для відносних похибок підхідних дробів 

ГЛД (2) справджуються нерівності ( )sε < ε , = …0,1,2,s , що доводить ви-

конання умов означення множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2).  

Теорема 2. Нехай відносні похибки ГЛД (2) задовольняють умови (15). 
Сукупність множин 

 (1) (2)
( ) ( ) ( )( ) ( ) ,     ( ) ,     0,1,2,i k i k i k kG G G i k I kϕ = ϕ ∈ =∩ … , (20) 

де 

 + πϕ = ∈ + − ϕ ≤ = ∈ ≥ ρ 
 

(1) 1 (2)
( ) ( ) ( )( ) : arg ( 1) ,   :

4
k

i k i k i kG z z G z zC C{ } , 

( ) 0i kρ > , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , − π < ϕ ≤ π , – задані дійсні сталі, є послі-

довністю множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2), якщо збігаєть-
ся ряд (17), де величини kη  визначаються згідно з (18). Для відносних по-

хибок підхідних дробів справджується оцінка (19). 

Д о в е д е н н я.  Доведемо, що величини ( )
( )
s

i pg , які визначаються 

згідно з (11), інваріантні відносно перетворень еквівалентності 

 
( 1) 1

( 1) ( )
0 0 0

( ) ( )1 1
D

i k

k

N
i k i k

i k i kk i

r r
r r b

r b

− −∞
−

= =

 + 
 ∑ , (21) 

де ( )i kr , ( ) 0i kr ≠ , – довільні комплексні числа. 

Нехай ( )
( )
s

i pQ∗  – залишки s -го підхідного дробу ГЛД (21), тобто 

 
( )

1

( ) ( 1)( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 ( 1)

,    ( ) ,    1, , 0
i p

p

N
i p i ps

i p i p i p ps
i i p

r r
Q r b i p I p s

Q
+

+∗
∗

= +

= + ∈ = −∑ … , 

 ( )
( ) ( ) ( ) ,      ( )s

i s i s i s sQ r b i s I∗ = ∈ . 

Покажемо, що 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,     ( ) ,     0, ,s s

i p i p i p pQ r Q i p I p s∗ = ∈ = … , (22) 

де величини ( )
( )
s

i pQ  визначаються згідно з (3). 
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Використаємо метод математичної індукції відносно p , , 1, , 0p s s= − … . 
При p s=  рівність (22) очевидна. Припустимо, що рівність (22) справджу-

ється для деякого 1p k= + , 0 1k s≤ ≤ − . При p k=  маємо 

 
( )

1

( ) ( 1)( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 ( 1)

i k

k

N
i k i ks

i k i k i k s
i i k

r r
Q r b

Q
+

+∗
∗

= +

= + =∑  

 
( )

1

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 ( 1)

1
i k

k

N
s

i k i k i k i ks
i i k

r b r Q
Q

+ = +

 = + = 
 ∑ . 

Тоді 

 ( 1) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( )

1 ,    ( ) ,    0, ,
i p i ps s

i p i p ps s s s
i p i p i p i p

r r
g g i p I p s

Q Q Q Q

−∗
∗ ∗

− −

= = = ∈ = … . 

Розглянемо ГЛД (21) та 
( 1) 1

( 1) ( )
0 0 0

1 1 ( ) ( )
D

i k

k

N
i k i k

k i i k i k

r r
r r b

r b

− −∞
−

= =

 + 
 ∑

)
) , які еквівалентні 

до ГЛД (2) і збуреного до нього ГЛД (4) відповідно, де 
 (2 ) 2exp ( ),      (2 ) ,      0,1,2,i k kr i i k I k= ϕ ∈ = … , 

 (2 1) 2 1exp ( ),     (2 1) ,     0,1,2,i k kr i i k I k+ += − ϕ + ∈ = … , 

 (1) (2)
( ) ( ) ( ) ( ), (0) ,     ( ) ,     0,1,2,i k i k i k i k kb b G G i k I k∈ ∈ =

)
∩ … . 

Тоді 

 (2 ) (2 ) (2 )exp ( ), exp ( ) ( )i k i k i kb i b i Gϕ ϕ ∈ ϕ
)

, 

 (2 1) (2 1) (2 1)exp ( ), exp ( ) ( )i k i k i kb i b i G+ + +− ϕ − ϕ ∈ ϕ
)

, 

де множини ( ) ( )i kG ϕ  визначаються згідно з (20). 

Враховуючи інваріантність величин ( )
( )
s

i pg  відносно перетворень еквіва-

лентності та теорему 1, доходимо до висновку, що при ( ) ( ) ( )i k i kb G∈ ϕ , 

∈ ϕ
)

( ) ( ) ( )i k i kb G , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , справджуються нерівності 

 
( 1) ( 1)

( ) 1 1
( ) ( 1) ( ) 1

1 1

,    ( ) ,    1, ,
i k i k

k k

N N
s

i k i k i k k k
i i

q i k I k s
− −

− −
− −

= =

≤ ρ ρ ≤ η ∈ =∑ ∑ … . 

Отже, для відносної похибки s -го підхідного дробу виконується оцінка 
(19), з якої випливає, що збіжність ряду (17) забезпечує виконання умов 
означення множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2).  

Теорема 3. Нехай відносні похибки ГЛД (2) задовольняють умови (15). 
Сукупність множин 

 
(2 )

2 1

1
(2 ) (2 ) 2 1 (2 1)

1

1: exp ( )
2

i k

k

N

i k i k k i k
i

G z z i
+

−
+ +

=

  = ∈ − Γ − − ϕ ρ ≥   
∑C  

 
+

−
+

=

≥ ρ + ρ ∈ =


∑ …
(2 )

2 1

1
(2 ) (2 1) 2

1

1 ,   (2 ) ,   0,1,2,
2

i k

k

N

i k i k k
i

i k I k , (23) 

 
(2 1)

2

(2 )
(2 1) 2 122

1 (2 ) (2 )

: Re exp ( )
i k

k

N
i k

i k k
i i k i k

G z z i
−

− −
=

 Γ   = ∈ − − ϕ ≥     ρ − Γ
∑C  

 
−

− −
=

ρ ≥ ρ + − ∈ =
ρ − Γ 

∑ …
(2 1)

2

(2 )
(2 1) 2 122

1 (2 ) (2 )

,  (2 1) ,  1,2,
i k

k

N
i k

i k k
i i k i k

i k I k , 

  (24) 
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де ( )i kρ , ( ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , – задані дійсні додатні сталі, 2 1k+ϕ , k =  

0,1,2,= … , – задані дійсні сталі, (2 )i kΓ , 2(2 ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , – задані 

комплексні сталі такі, що 
 (2 ) (2 ) 2 2 1,    (2 ) ,    ,    0,1,2,i k i k k ki k I k+Γ < ρ ∈ − π < ϕ ≤ π = … , 

є послідовністю множин відносної стійкості до збурень ГЛД (2), якщо 
збігається ряд (17), де 

 
(2 )

2
2 1

1 1
2 (2 ) (2 ) (2 1)

(2 ) 1

max ,    0,1,2,
i k

k
k

N

k i k i k i k
i k I i

k
+

− −
+∈ =

 η = ρ − Γ ρ = 
 

∑ …( ) , 

 
(2 1)

2 1
2

1 1
2 1 (2 1) (2 ) (2 )

(2 1) 1

max ,    1,2,
i k

k
k

N

k i k i k i k
i k I i

k
−

−

− −
− −− ∈ =

 η = ρ ρ − Γ = 
 

∑ …( ) . 

Для відносних похибок підхідних дробів справджується оцінка (19). 
Д о в е д е н н я.  Розглянемо послідовність множин ( )i kV{ } , ( ) ki k I∈ , 

= …0,1,2,k , де 

 (2 ) (2 ) (2 ) 2: ,      (2 )i k i k i k kV z z i k I= ∈ − Γ ≥ ρ ∈C{ } , (25) 

 (2 1) 2 1 (2 1) 2 1: Re ( exp ( )) ,   (2 1)i k k i k kV z z i i k I+ + + += ∈ − ϕ ≥ ρ + ∈C{ } . (26) 

Оскільки (2 ) (2 )i k i kΓ < ρ , 2(2 ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … , то функція 1w z= /  від-

ображає множину (2 )i kV  у круг 

 (2 ) (2 )
2 22 2

(2 ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )

1 : i k i k

i k i k i k i k i k

z z
V

 Γ ρ = ∈ + ≤ 
ρ − Γ ρ − Γ  

C . 

Тоді маємо, що 

 
(2 1)

2

(2 1) (2 1) (2 1)
(2 )1

1 :
i k

k

N

i k i k i k
i ki

b z z q r
V

−

− − −
=

+ = ∈ − ≤∑ C{ } , 

де 

 
−

− −
=

Γ
= −

ρ − Γ
∑
(2 1)

2

(2 )
(2 1) (2 1) 22

1 (2 ) (2 )

i k

k

N
i k

i k i k
i i k i k

q b , 

 
−

−
=

ρ
=

ρ − Γ
∑
(2 1)

2

(2 )
(2 1) 22

1 (2 ) (2 )

i k

k

N
i k

i k
i i k i k

r . 

Умови (2 1) (2 1)i k i kb V− −∈ , 
(2 1)

2

(2 1) (2 1)
(2 )1

1
i k

k

N

i k i k
i ki

b V
V

−

− −
=

+ ⊂∑  виконуються, якщо 

 
2 2

(2 ) (2 )
2 1 2 22 2

1 1(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

Re exp ( ) 0
k k

N N
i k i k

k
i ii k i k i k i k

i −
= =

Γ ρ − ϕ + ≥ 
 ρ − Γ ρ − Γ

∑ ∑ , (27) 

 (2 1) (2 1)i k i kq V− −∈ , (28) 

 (2 1) (2 1) (2 1)min ,  i k i k i kq v v V r− − −− ∈ ∂ ≥{ } . (29) 

Нерівність (27) справджується, якщо 

 
2 2

(2 ) (2 )
2 22 2

1 1(2 ) (2 ) (2 ) (2 )k k

N N
i k i k

i ii k i k i k i k= =

Γ ρ
≤

ρ − Γ ρ − Γ
∑ ∑ . 

Ця нерівність випливає з умови (2 ) (2 )i k i kΓ < ρ . 
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Підставивши величину (2 1)i kq −  у (26), маємо 

 
(2 1)

2

(2 )
(2 1) 2 1 (2 1)22

1 (2 ) (2 )

Re exp ( )
i k

k

N
i k

i k k i k
i i k i k

b i
−

− − −
=

Γ  − − ϕ ≥ ρ    ρ − Γ
∑ . 

Ця нерівність випливає з (24), що доводить виконання (28). 
Точка (2 1)i kz V −∈ ∂ , така, що 

(2 1)
(2 1) (2 1)min

i k
i k i k

v V
z q q v

−
− −∈∂

− = −{ } , визна-

чається формулою 2 1 (2 1) (2 1) 2 1exp ( ) Im ( exp ( ))k i k i k kz i i q i− − − −= ϕ ρ + − ϕ( ) . Тоді 

 (2 1) (2 1) (2 1) 2 1 (2 1)cos (arg )i k i k i k k i kz q q q− − − − −− = − ϕ − ρ =  

 (2 1) 2 1 (2 1)Re exp ( )i k k i kq i− − −= − ϕ − ρ( )  

і умова (29) еквівалентна нерівності, якою визначаються множини (24). 

Оскільки (2 ) (2 ) (2 ) (2 )i k i k i k i kq r∗ ∗Γ − + ρ ≤ , де 

 
(2 )

2 1

12 1
(2 ) (2 ) (2 1)

1

exp ( )
2

i k

k

N
k

i k i k i k
i

i
q

+

∗ −+
+

=

− ϕ
= Γ − ρ∑ , 
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2 1

1
(2 ) (2 ) (2 1)

1

1
2

i k

k

N

i k i k i k
i

r
+

∗ −
+

=

= ρ + ρ∑ , 

то (2 ) (2 )i k i kG V⊂  і (2 ) (2 )i k i kb V∈ , 2(2 ) ki k I∈ , 0,1,2,k = … . 

З умови (2 1) 0i k+ρ >  випливає, що функція 1w z= /  відображає множи-

ну (2 1)i kV +  у круг 1 1
2 1 (2 1) (2 1)

(2 1)

1 1 1: exp ( )
2 2k i k i k

i k
z z i

V
− −

+ + +
+

 = ∈ − − ϕ ρ ≤ ρ 
 

C . 

Тоді маємо, що 

 
(2 )

2 1

(2 ) (2 ) (2 )
(2 1)1

1 :
i k

k

N

i k i k i k
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b z z q r
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+ = ∈ − ≤∑ { }C , 

де 
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1 exp ( )
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1
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1

1
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i k
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N

i k i k
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r
+

−
+

=

= ρ∑ . 

Умова 
(2 )

2

(2 ) (2 )
(2 1)1

1
i k

k

N

i k i k
i ki

b V
V +=

+ ⊂∑  виконується, якщо 

 (2 ) (2 )i k i kq V∈ , (30) 

 (2 ) (2 ) (2 ) (2 )i k i k i k i kq r− Γ ≥ ρ + . (31) 

Нерівність (31) еквівалентна нерівності (23). Підставивши величину 

(2 )i kq  у (25), маємо 

 
(2 )

2 1

1
(2 ) (2 ) 2 1 (2 1) (2 )

1

1 exp ( )
2

i k

k

N

i k i k k i k i k
i

b i
+

−
+ +

=

 − Γ − − ϕ ρ ≥ ρ 
 ∑ . 

Ця нерівність випливає з (23), що доводить (30). 
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 Отже, сукупність множин (25), (26) є послідовністю множин значень 

залишків підхідних дробів ГЛД (2), (4), і для величин 
( 1)

( )
( )

1

i k

k

N
s

i k
i

q
−

=
∑ , 

1( 1) ki k I −− ∈ , 1, ,k s= … , маємо такі оцінки: 

 
(2 ) (2 )

2 1 2 1

( ) 1 1
(2 1) (2 ) (2 ) (2 1) 2

1 1

i k i k

k k

N N
s

i k i k i k i k k
i i

q
+ +

− −
+ +

= =

≤ ρ − Γ ρ ≤ η∑ ∑( ) , 

 
(2 1) (2 1)

2 2

( ) 1 1
(2 ) (2 1) (2 ) (2 ) 2 1

1 1

i k i k

k k

N N
s

i k i k i k i k k
i i

q
− −

− −
− −

= =

≤ ρ ρ − Γ ≤ η∑ ∑ ( ) . 

Отже, для відносних похибок s -х підхідних дробів ГЛД (2) справджу-
ється оцінка (19). 
 Як і при доведенні попередніх теорем, доходимо до висновку, що су-
купність множин (23), (24) є послідовністю множин відносної стійкості до 
збурень ГЛД (2), якщо збігається ряд (17).   
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НЕКОТОРЫЕ МНОЖЕСТВА ОТНОСИТЕЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ К ВОЗМУЩЕНИЯМ 
ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ С КОМПЛЕКСНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ И ПЕРЕМЕННЫМ 
КОЛИЧЕСТВОМ ВЕТВЕЙ РАЗВЕТВЛЕНИЯ 
 
Статья посвящена изучению условий, при выполнении которых бесконечные вет-
вящиеся цепные дроби устойчивы к возмущениям их элементов. Установлены 
формулы относительных погрешностей подходящих дробей ветвящихся цепных 
дробей с комплексными частными знаменателями и числителями, равными еди-
нице. С использованием методики множеств элементов и соответствующих им 
множеств значений остатков подходящих дробей построены множества относи-
тельной устойчивости к возмущениям – угловые множества, а также множест-
ва, которые на четных этажах дроби являются внешностью кругов, а на нечет-
ных – полуплоскостями. Получены оценки относительных погрешностей подхо-
дящих дробей таких ветвящихся цепных дробей. 
 
SOME SETS OF RELATIVE STABILITY TO PERTURBATIONS OF  
BRANCHED CONTINUED FRACTIONS WITH COMPLEX ELEMENTS AND  
VARIABLE NUMBER OF BRANCHES OF BRANCHING 
 
The article deals with investigating the conditions under which the infinite branched 
continued fractions are stable to perturbations of their elements. The formulas of 
relative errors of the approximants of branched continued fractions with complex 
partial denominators and numerators that are equal to one are established. Using the 
technique of sets of elements and corresponding them sets of values of tails the sets of 
relative stability to perturbations namely the angular sets and the sets that are the 
exterior of circular sets on the even floors of the fraction and the half-planes on the 
odd floors are constructed. The estimates of relative errors of approximants of such 
branched continued fractions are established. 
 
Нац. ун-т «Львів. політехніка», Львів Одержано 
 12.03.14 
 
 


