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ПРИ ИНДУКЦИОННОМ НАГРЕВЕ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ТЕЛ

С ПЛОСКИМИ ГРАНИЦАМИ

6. И . Колодии , Б . И . Черный
..

•,,

Индукционный нагрев имеет широкое применение в практике термообработ

ки металлических конструкций. При таком нагреве в электропроводных

телах , находящихся под воздействием внешнего электромагнитного поля,

возникают электрические токи, протекание которых сопров ождается выде

лением джоулева тепла. Индукционные токи и соответствующее им джоуле-
"во тепло определяются на основании решения уравнении электродинамики.

Получение точного решения этих уравнений связано обычно со значитель

ными математическими трудностями. Поэтому возникает необходимость раз

работки эффективных приближенных методов нахождения электромагнит-
, 0 0

ного поля И джоулева тепла в электропроводных телах.

Рассмотрим методику приближенного решения такой задачи для нзо

тропных электропроводных тел с плоскими границами простейшей конфи

гурации , а именно: для полупространства и бесконечного слоя. Отнесем их

к прямоугольной декартовой системе координат, причем координатные оси

х, г размещены в плоскости раздела тело - вакуум , а ось у имеет направле~

"ние внешнеи к телу нормали.

Применительно к индукционному нагреву, соответствующему) квазиуста

новившемуся режиму работы индуктора, плотность тока представим в виде

j(e) (х, у, г, t) = j (t) 71 (х, у, г) i OOI
, j (t) > о. (1)

При этом принимается, что амплитуда плотности тока относительно мало

изменяется во времени за период колебания , т. е.

d~~t) « (f)j (t), d:l/) « ф2 j (t) ~ (2)

Здесь t - время , (i) - циклическая частота. В применяемых режимах ра

боты индуктора такие условия практически всегда имеют место, кроме,

может быть, моментов включения и выключения индуктора.

для квазиустановившегося режима напряженности электрического и

.магнитного полей можно представить в виде
~ ~

Е (х , у, г, t) = j(t)E(x, у, z)e1oot ,

.... ~

н (х, у, г, t) = j (t) Н (х, у, г) e100t
(3)
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-оол а ст и электропроводного тела и

(4)

- -
Ео (х, у, г, t) = j (t) Ео (х, у, г) ei rot ,

- -н (х, у , г, t) = j (t) Но (х, у, г) ei rot

JL:- об.1 ЗСТИ вакуума.

В та кой постановке рассмотрим нагрев электропроводного слоя, ван и

его область - d < У < О , системой прямолинейных токов в направ

- ш ОС И г , расположенных в плоскости у = h. Примем, что плотностъ

н е з ависит от координаты г и характеризуется составляющей по оси г

(5)

(6)

у>О,

-d<у<О,

y < - dдля

для

j~e) (х, у, t) = j (t)f (х) б (у - h) ei rot
,

/) (и ) - дельта-функция.

Пр и з аданном распределении внешних токов отличными от нуля будут

э-соста вляюшие напряженности электрического поля, х- и у-составляющие

ряженности магнитного поля. Функции Е• и Еог определяются из реше

н с истемы уравнен ий Максвелла

(~ + k~) Еог (х, у) = i~to(f)f (х) б (у - /r) для

(~ + k2
) Ег(х, у) = О

2
(~ + ko)Еог (х, у) = о

npl! граничных условиях

Еог (х, О) = Е• (х, О) ,
дЕог(х, О) fto гг, (х, О)-

ду ft ду
,

Еог(х, -d) = Ег(х, ~d) ,
дЕог (х, - d)

11" дЕ• (х, - d)
(7)-

ду
-

ft ду

и условия х изл учения

1im
У-'" ± ос

дЕог (х, у)

ду
+ ikoEoz (х, у) = О, Нгп Еог (х, у) < 00 .

у-+ + оо

(8)

Здесь k5 = 80~0 (j) 2 , k2 = ~(j) ( вш - ia) ; 8 0' 8 - диэлектрические проницае
мости вакуума и тела, ~to, ~ - магнитные проницаемости вакуума и тела,

(J - коэффициент электропроводности .

Если применить к системе ур авнений (6) и условиям (7) , (8) преобразова

ни е Фурье по коо рдинате х, то сформулированн ую контактную задачу об

оп р еделен ии функции Е• можно свести к соответствующей задаче для об

л асти слоя:

(:;2 ~ р2) Е• П; , у) = О (9)

пр и следующих граничн ых условиях:

(11; :у + po)Eг(~, О) = i(f)~оl(~)е-РОh, (1 0)

(
ft" d ) -ft dy - ро Е• (~ , - d) = О .

- -
Здесь Е• (s, у), f (~) - трансформанты Фурье от функций Е• (х, у) и f (х),

Р6 = ~2 - k5, р 2 = ~2 - k2 , Re Ро > О , Re р > О.
Решая уравнение (9) пр и условиях (10), получаем

со

Е• (х, y) :os: i())!J~ Sf (~) гроh[(!J"Р + ftpo) еР!! + (ft"P-!JР,,) e~ p( 2d+u) 1гiSХd~. (1 1)
1/2:n: (ft"p + ftPo)2 - (!J"p - IlPO)2 e -

2pd
- 00

Как видно из выражен ия (1 1), н ахожден ие электромагнитного поля в теле

Д.ЧЯ многих конкретных случаев задания функции f (х) представляет

:! 0-2i l 17



(12)

(13)
,

значительную ТРУДНОСТЬ . Такая задача упростится, если учесть, что длина
• ~ . - - u

элеюгромагнитнои волны в металлическом теле, которая по величине совпадает

с-глубиной проникновения б электромагнитного поля в нем, мала по сравне

нию с длиной волны в вакууме. Поэтому произвольная электромагнитная

волна, преломляясь на границе проводящего тела, будет проникать в его

толщу в направлении, близком к нормали, т. е. как плоская волна [1, 2 ].
-+ ~

в пределах такого приближения вектор-функции Е и Н могут быть пред-

ставлены в виде

-+ -+

Е (х, у, г) = Е (х, О, г) Е; (у),

-+ -+

. Н(х, у, г) = Н(х, О, г)Нn(у).

Функции Еn (у), Нn (у) характеризуют закон распространения плоской элек

тромагнитной волны по толщине тела. В дальнейшем примем Еn (О) =
= Н; (О) = 1.

При определении функций Еn (у) и Нn (у) в слое будем исходить из пред

положения, что электромагнитная волна проникает в область вакуума у <
< - d так же, как плоская . В этом случае, учитывая соответствующие ус

ловия контакта (7) на границе у = - d и условия излучения (8) при у ~

-+ - 00, приходим К следующей задаче для нахождения Е" (у):

(:;2 + k2) е, (у) = О

при граничных условиях

(14)

Отсюда находим

If.tok + f.tko} i ky + Il10k - !1ko) e-ik (2d+y)
Еn(у) = . (15)

lJ,ok + IJ,kn + If.tok - IJ,kn) ,,- 2ikd

Аналогичное уравнение и граничные условия для определения Нn (у)

получим из (3) и (14), заменяя Е" на Н"' а также во втором из условий

f.tk6(14) f.to на k 2 ' Решение этого уравнения имеет вид
11 110 I

•

H
n
(у) = If.tok + f.tko) e

iky
- If.tok - f.tko) г

ik
(2Ну) • (16)

~tok + f.tko - Il10k - IJ.ko) e- 2lkd

Плоская электромагнитная волна будет распространяться в слое как

в полубесконечном теле, т. е .

.

только тогда, когда толщина слоя удовлетворяет условию

о

d» ""Г'2 2

(17)

(18)
u u

которое означает, что в этом случае вкладом отраженнои от нижнеи гра-

ницы слоя (у = - d) электромагнитной волны в суммарное электромагнит 

ное -полев нем можно пренебречь. Так как для металлов при частота х .лтри 

меняемых в индукционном нагреве (со <: 2л . 106 cek - 1) , имеет место нера-

. f 2
венство е го « б, то здесь и далее б = 1 .

" ошо,
Значит, если известен эако ч распространения плоской электромагнит-

u

нои волны по толщине тела , то для определения электромагнитного поля
-+ ~

в нем достаточно найти вектор-функцию Е (или Н) на границе тела.

В силу принятых предположений о закон омерности распространения

электромагнитногополя в теле величина усредненного во времени по пе-

18
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;:;).1У колебан и й электрома гнитной волны потока электромагнитной энер-

ПIII оп р еделя ется выражением [1] • '

1.\7 (х , у, г, t) = ~ v ~~ j2 (t) I(Hs (х, о , г) н, (у) 12. (19)
- ....

ь Н

'
(х , О, z) - касательная составляющая вектора Н на границе тела .

Узел ьн ая мощность джоулева тепла Q представляется соотношением

Q(x, у, г, t) = ~~ 1, (20)

вытекает из аналитического выражения теоремы Пойтинга. Таким

м , з адача об определении джоулева тепла в электропроводных телах

с ' КЮШ границами сводится к нахождению зависящей от схемы индук-....
ввог о нагрева вектор-функции Н, (х , у, г) на гран ице тела.

Пок ажен на примере нагрева полубесконечного тела прямолинейным

. расположенным на расстоянии h от повер хности (f (х) = б (х) в (5» ,
п р и определенных огр ан ичен ия х на параметры индукционного нагрева

еет често соотн ошение

.... ....
Н, (х, О , г) = 2Hos (х, О , г). (21 )

-
Злес ь Hos (х, О , 2') - касательная составляющая вектора напряженности

....
в и чного магн итного поля Но в бесконечно м однородн ом простра нстве

( ва к у уме) .
-,

В рассматриваемом случае вектор-функция Н, имеет только х-сосгавляю-

~10. которая определяется соотношен ием

Н = 1 дЕz (22 )
х /-10} ду ,

н для области полубесконечного тела с учетом выражения (12) записывается

в виде

00

Н, (х, О) = _ ; ::.... r
1 2л .J

- 00

(23)

(24)

Отсюда , уч итывая , что для неферромагнитного тела I.t = fLO, и принимая

k. = О, что соответствует иренебрежению токами смещен ия вне тела, 'при
. ~ . I
; (; ) = _ находим

II 2л

Н ( О) i (Q+ + Q-) _ I
х х , = 4k - :rt

Здес ь Q ± = - k: { iL o (- iх +) -Nо(х± )+ :. [ L1 (-iх+ ) + N1 (х+ )]} ,
х - х -

А,. ( и) , Lv (- iu) -функции Нейманя и Струве порядка v, х+ = ik (h ± ix).

Учитывая асимптотическое разложение функции Е; (- iU), получаем

выражение

. л r
- LV - 2

Lv(-iu)= -ie 2 INv (u) + :rt uv- 1 , v = O; 1, (25)
•

котор ое верно для I и I» 1, что соответствует в рассматриваемом случае со

отн ошению

1/!Z2 + х2 » :_. (26)
1 2

Таким образом, выражение (24) при условии (26) принимает вид

I h
Н." (х, О) = - л h 2 + х2 • (27)

.,..-
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. . Касательную составляющую вектор-функции напряженности первичного
магнитного поля в бесконечном вакууме

(28)

(30)

(32)

(29)

получим из (23) , если положить а = О , '" = 1::0 ' /-1 = /-10 ' Так как в данном
- 1

случае f @ - у-' то Нох (х, О) запишется в виде
2л

Нох (х, О) = . ~ko . h ~ К1 (ikoV h2 -+- х2) ,
Л V h2 + Х •

где К1 (и) - функция Макдональда первого порядка.

Ограничимся рассмотрением области , для которой верно соотношение

V h2+ х2 « 1 •
ko

Разлагая функцию К1 в ряд по малым значениям аргумента , ограничиваясь

при этом первым членом разложения, получаем

1 h
Нох (х, О ) = - 2" h2 + х2 • (31)

Сравнива я выражения (27) и (3 1) , убеждаемся, что в рассматриваемом при

ближении соотношение (21 ) выполня ется пр и условия х (26) и (30), т. е.

k~ »'~/h2 + х2 » ~ .

Учитывая, что левая часть неравенства соблюдается практически всегда,

приходим к условию

б

ь » г ' (33)} 2
.

означающему, что расстояние от индуктора до поверхности тела должно

быть больше глубины проникновения электромагнитного поля .
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ДЛЯ ПЛАСТИНЫ
•

Р. М. Швец, В . И. Епвйкс

Рассмотрим неограниченную пластину толщины h, которая находитс я в теп-

• • К • ( h)ловом контакте с внешнеи средои. однои плоскости пластины г = 2

подводится тепловой поток , являющийся стохастической функцией времени

qo = ХЗ ("С) , а другая плоскость (z = - 4-) теплоизолирована . Начальное
распределение температ уры (при "С = О) задано случайной функцией коор

динаты Х2 (х).

При заданных краевых условиях случайное температурное поле в пласти

не описывается уравнением [2]

дТ ' д2Т h h
С д. = л. дх2 , - 2 < х < + 2 ' "С > О (1)
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