
Слеловате.1ЬНО ,

(N ) 1 r (2) (Н)

и (х) = 2 .J G ( у - x)f (у) dyS -
s

1 r (Ю
2д .\ u ( у) dy,

n
х Е о,

(Z)

где ~ - объем области D , G (у - х) - матр ица Грина задачи Неймана [3].
. Поскольку решение исходной задачи Н ейманя представимо в виде

l ' (2) l '
и (х) = 2 .\ G(у - х) f ( у) dyS - 21.\ ). и (у) dy, х Е D,

S D

(Н) 1 S(2) (Н )

и(х)-и(х)-Х = 2 С(у-х) [f (y)-f(у)]dуS,
s

1 r (Н)

г де Z = 2д .\ [u (y)- u (y)]dy- постоянный столбец . Применяя к правой
о

ч асти последнего равенства неравенство Коши - Буня ковского, В силу (1 2)
пол хчаем

•

(N)

и (х) = lim и (х) + х,
N _oo

-
х Е D1 С D,

(М )

где и (х) определено формулой (14). Таким образом, искомое приближенн ое

решение построено .
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

В . Н. Цымбал

(1 )(i = 1, . • . , т),

в прямоугол ьни ке D : { О < х < [, 0< t <: Т) , 0< l < 00, О < Т < 00 ,

рассмотрим гиперболическую систему дифференциальных уравнен ий в част-
u

ных производных первого порядка с малым деиствительным параметром

f, > О при старшей произволной:

т

еи , '} ( {) еи, ~ t U f tд/ -8 ·1 Х, д = ..;;..., aij(x, ) i + i (X' )
х . 1{ =

-
где Л, (х , t), aij (х, t) , tl (х, t) - заданные в D функции (предположен ия о

гладкости будут указаны ниже) , и, (х, t) - искомые функции.
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, Предположим, что система гиперболическая, т. е. все \ (х, {) деЙствитель- ·-
вы при всех (х, {) Е D. Пусть в каждой точке (х, t) Е D

1...1 (х, t) ~ 1...2 (х, t) ~ . •• ~Лm (х, t),

причем первые k (1 -< k -< т) из величин Лi (х, t) пусть будут отрицательны

МИ , а остальные т - k - положительными всюду в б.
Для системы (1) ставим начальные

П, (х, {) = gi (х) (i = 1, ••• , т; О -< х <: 1) (2)

н граничные условия

т

о, (О, {) = ~ aij (t) и! (О, t) + hi (t)
j=k+1

(i = 1, .. . , k), (3)

(5)

n

и, (1, {) = ~ ai/ (t) и! (l, t) + hi (t) (О -< t -< Т; i = k + 1, . • . , т) . (4)
/=1

Предполагаются выполненными условия согласования нулевого порядка

т

gi(O)= ~ aij(O)g/(O)+hj(O) (i=1 , • • • , k),
j=k+1

k

gi(l)= ~аij(О)ш(l) +hi(О) (i = k + 1, .' " т)
/=1

и первого порядка

dgs (О)

dx
1- -;;---;;;-~- лs (О, О)

1
х, (1 , О)

(5 = 1, ••• t k),

(5 = 1, •• • , k),

т т

~ asj (О) ~ щ, (О, О) е, (О)+ tj (О, О)
/=k+ 1 ,=1

т

- ~ asj (О, О) Ш (0)-
/=1

т

F Is(O' О) + ~
j=k+1

das/ (О) (О) + dhs (О) = О
dt · ш . dt (5 = 1, ••• , k),.

(5=k+ 1, .•. , т).

т

- ~ asj (l, О) Ш (l) _.
/=1

k т

~ aSj (О) ~ ajr (1, О) е, (1) + t/ (l, О)
j=1 ,=1

k
da (О) .

, t s (1, О) +~ ~t Ш (1) + dh~;O) = О
j=1

Заметим, что при любом фиксированном е, > О задача .однозначно раз-

решима [1] . .
Пользуясь методом Люстерника - Вишика [2] , построим асимптотиче

ское разложение решения задачи (1) - (4) по малому параметру 8. Решение

будем искать в виде

n

и (х, t , в) = ~ e,i [О1 (х, {) + п' (~, {) + Ql (1], t)] + е,n+1Zn' (7)
1=0

х I-х

где ~ = е ' 1] = е •
Функции Vi (х, t)Ji = О , 1, ... , n) определяются подстановкой в уравне-

n

вне (1) ряда ~ e,iUi (х, t) и приравниванием коэффициентов при одинако
1=0

8



_ ст епен я х е. Это дает

дд~' = А (х, t) и' + ЧГ' (х, t) (г = О, . • . , n), (8,
пе

- au j - I

Ч'О (х , t) = t (х, t) , ЧГJ (х, t) = А (х, t ) дх (j = 1, . .. , n),

А (х, t) -= diаg{л1(х, t) , .. . , лт (х , t)} .

Эта последовательность уравнений решается при начальных условиях

U' (х, О) = g' (х) (г = О , . . . , n; О <. х <. [) , (9)

гле gO (х) = g (х) , gr (х) = О (г = 1, . .. , n). -
Т аким образом, для определения функций U' (i = О , о •• , n) получили

_J: последовательно решаемых задач Коши для систем обыкновенных диф

: еренциальных уравнений. для устранения невязки в граничных условиях

с.lужат ряды ,
n n

~ еiпi (s, t) , ~ eiQi (1"), t) .
i=O i=O

(10)

(11)
. . .

Функции П' (s , t) являются функциями типа пограничного слоя (гипер

болического [4]) на левой стороне прямоугольника D. Эти функции являю-
• •

тся р ешениями задач, которые получаются , если в однороднои системе , соот-

ветствуюшей системе (1), произвести регуляризующее преобразование s =
, -

= 7-, коэффициенты Лi (es , t) , ац (e~ , t ) разложить в ряды по степеням х =
= f;, подставить вместо U первый из рядов (10) и приравнять коэффициенты

р-и одинаковых степенях е. Получаем уравнения

дП: дП: т k k
at - Лi (0,1) д~ = ~ ац (О, t) Пj + Fi (О, t)

J=I

(k = О, • •. , n; i = 1, • . • , т) ,

ле ро (О , [) === О , Fk (О , t) (k = 1, ... , n) - известные функции, начальные

.тг (s, О) = О (k = О, •• • , n) (12)

гр аничные условия

т

пr (О , t ) = ~ Cl. ij (t) Пj (О , t) + TUj + Ми)
!=k+ l

(i = 1, . •• , k; р = О , о •• , n),

(1 3)
-

т

TUi = -,Ui (О , t) + ~ Cl.ци) U! (О , t) , h~ (t) = hi и), М (t) == О
j= k+l

(i = 1, • •. , т; р = 1, ••• , n) .

Легко видеть в силу конечности области зависимости для гиперболиче

СЮ!Х уравнений, что функция ПО (~, t ) отлична от нуля лишь в граничной

олоске F между осью Ot и характеристикой системы (1) с угловым коэффи-

пиентом - Лl(~'О) ' Функции ПР (; , t) (р = 1, .. . , n) также имеют вид функций
пограничного слоя в силу того, что функции Fk (О , t) (k = 1, ... , n) также

ОТ.1Ичны от нуля лишь в граничной полоске Р. .
Функции Qi (Yj , t) являются функциями типа пограничного слоя на пра

вой стороне прямоугольника D. Эти функции являются решениями задач,
• u

которые получаются, если в однороднои системе уравнении, соответствую-

ей системе (1), произвести регуляриз ующее преобра зование 11 = l-;,x ,
9



(14)

коэффициенты Лi ([- 811, {), си, (l - 8'1), {) разложить по степеням х = 1
- 8'1) , подставить вместо и второй ряд из (10) и приравнять коэффипиенты

при одинаковых степенях 8. Получим уравнения

. aQf . aQf т .~ ~
д! + Лi (l, {) д = ~ ai1' ([, t)Q1' + Ф (l, {)

1] ;= 1

(k = О, ... , п; i = 1, .•. , т),

где Ф" ([, {) == О, фk (l, {) - известные функции, начальные

Qk(t'J, 0)=0 (k=O , ., . , п)

и граничные условия

k

Qf (l, t) = ~ a i1' и) Qj (l, t) + ко: +hf (t)
;=1

(15)

(16)

(р = О, .. . п; i = k + 1, . . . , т) ,

k

где КИ, = - И; ([, t) + S ац и) U1' (l, t) , h?(1) = hi (1), hf (t) == О (i = k +
;=1

+ 1, ... , т; р = 1, ... , п).

Функция QO (t'J , t ) отлична от нуля лишь в граничной полоске Р между
1 ..

'Прямой Х = l и характеристикой с угловым коэффициентом - Лm (1 , О)' <рунк-

ции QP (YJ , t) (р = 1, ... ., п) также имеют вид функций пограничного слоя в

силу того, что функции фk (1, t ) также отличны от нуля только в граничной

полоске Р .

дЛЯ доказательства асимптотической корректности разложения получе

на оценка остаточного члена Zn' являющегося решением следующей задачи:

т

= ~ a i; (х, t) Zn1' + 'У; (х, t)
;=1

Z II (х, О) = О ;

(i = 1, ..• , т) ,

• . • , k),
т

Znl (О, t) = ~ al; (1) ZII; (О, t) (i = 1,
;=k+' .

k

г; (l, t) = ~ ai1' (t) ZII1' ([, t) (i = k + 1,
;=1

. . . , т) .

. Граничные условия всегда могут быть сделаны диссипативными. Легко по-

.лучить оценку [3] . . . . .

11 Zn 11 -< const 1\ чг 11,
где ,

.1

11v 11 = шах
-Т ':ь t ':ь О

1 т

~ ~I и;~x, t)dx.

(17)

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть функции Щ1' (х, t), ti (х, t) и, j = 1, ... , т) п + 2
раза непрерывно дифференцируемы по х и n + 1 раз непрерывно дифферен-

цируемы по t в l5 , функции Лi (х, t) непреривно дифференцируемы п + 1
раз по х и n раз непрерывно дифференцириемы по t в D, gi (х) непрерывно диф

ференцирремы п. + 2 раза на промежитке (О, [), hi (t ) и ai; (t) непрерывно диф

ференцириемы n + 1 раз для всех t Е [О, Т] и пусть выполняются условия

согласован ия (5), (6). Тогда решение задачи (1) - (4) представляется в виде

11 .

U (х, t, 8) = ~ 8
;
[Ui(x, t) + п' (~ , t) + Qi ('1], t)] + 8

11+1zn ,
i=O

;1О



сд , С, - решения задач Коши (8), (9); П' (~ , t), Qi (1'] , t) - финкции гипер

бсл ического пограничного СЛОЯ, ликвидирующие нееявки соответственно на

левой и правой сторонах прямоигольника Е) , а Zn удовлетворяет (i 7) .
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УРАВНЕНИЯ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ

ПРОЦЕССА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ ОДНОКОМПОНЕНТНОЙ СИСТЕМЫ

В. И. Асташкин, Я. И. Бур ак

Пол учен ие большин ства металлов и спл авов свя зано с применением п роцесс а
•

п л авлен ия - кристаллизации . Поэтому раЗВИТЕе анал итических методов

количественного определения и исследования физико- механ ических пропес

с ов , происходящи х при кр исталлиэации , с целью разработки на этой основе
"т ехнологии получения материалов с н аперед заданными своиствами имеет

важное значение .

Известно , что процесс кристаллизаци и характеризуется определенной

качественной последовательностью превращения жидкой фазы в твердую.

В частности , есл и этот переход связан только с пон иженнем температуры, то

п ревр ащен ие начин ается пр и некоторой темпер атуре Т л. , когда образуются

частицы размер а , более критического. Далее эти частицы подрастают и об

р азуются новые, но находятся они во взвешенном состоянии и до некото!юго_

:nnмента-времени--практически-не взаимодействуют между собой . Выросшие

до определенных размеров твердофазные частицы соединяются, вследствие

чего образуется как бы жесткий кар кас , в пора х которого находится жид

к а я фаза. З аканчивается процесс полным превр ащеп исм жидкой фазы

в твердую .

Ан алитические исследования многокомпонентных гетерофазных систем,

Е которым относятся металлы при кристаллизаци и, бер ут свое н ачало от фун

даментальной работы Гиббса [3 ], посвященной их термодинамическому рав

новесию . Известно зн ачительное число работ по экспериментал ьному и ТСО

р етическому изучению пропессов в многокомпонентных гетерогенных систе

ма х . Теоретические исследования выполняются в основном следуя поста

н овке задачи Стефан а [1,4- 7,14] , а также теории фл уктуаций [1 3] . Общи й

полход и методика кол ичественного описания процессов в таких системах

методами термодинамики необратимых пролессов изложены в работах

[11 , 12 J.
В настоящей работе пр едл агается конкретная теоретическая модел ь для

количественного оп исания процесса кристаллизации однокомпон ентной си

с т емы . С использовани ем методов , развитых в р абот ах !8-10 j, получен а
"с исг сма ур авнении модели, котор ая описывает во взаимосвя зи процессы

т еплоп роводности , деформации , фазового превр ашения и и зменения меж

ф а зн о й поверхности . Фазовый переход и измеиение величины межфазн ой

повер хности рассматриваются как процессы обр атимые. Принимается также,

ч т о время релаксации этих процессов намного меньше времен и релаксации

пролесс а диффузии, вследствие чего диффузионное перемещен ие массы не
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