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СТАТ ЬИ И ИССЛЕДОВА НИЯ

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА

ДЛЯ одного КЛДС СА СИСТЕМ

ДИФФЕРЕНЦ ИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ ПИКОНЕ

. С , В олешина

Пхсть система
•

n

( д ) ' ~ А д2u (х)
А д и (х) == k;. k l д д = О

Х k I X,'z х;,=,
явл яется самосопряженной системой уравнений Эйлера, соответствующей

ос н овной вар иационной задаче для положительно определенного функционала

n , n
r ~ дu ' (х) Аы дu (х) d x ~ 2 r ~ дu' (х) ди (Х) dx .
J . дхь дх, ,р' '\' .\ k~1 I a Xk дХI
l / k, I= ! V ., =

,

Злесь А 'г1 = А !lг = A kl (штр их озн ачает транспон ирование) - постоян­

ные действительные квадр атные матрицы порядка р, Х = (X1, .. . , Хn) - точ­

к а n -мерного действительного пространства Еn , V - некоторая область в

Е . '\' - действительное число.n -
Пусть D - область, огр аниченная поверхностью S типа Ля пунова, S -

пр оиэвольная гладкая повер хность , охватывающая S и не имеющая с ней
- -

общих точек , D - ограниченн ая S область, а <Ро (Х - у) - фундаменталь-

ная матрица системы (1 ) [8 ],
n

C ( V ) ( ад ) = - 2 ~ A 1kVt (у) ад ~ (2}
Х k Xk _ _ ____________ .' l ~ _

г р ан ичный опер атор типа Неймана [2] , где VI (у) - компоненты един ичного
-

вектор а вн утренней нормали в точке у Е S , A kl - постоянные квадратные

матр ицы порядка р , определяемые единственным образом и представляющие
-- .... """-'

н екотор ую разбивку матриц A k/ , причем A ki -+- A 1k = 2A kl , A kl = A l k•

Постановка задачи Неймана. Найти непрерывно дифференцируемое в 15,
дважды непрерывно дифференцируемое в D решение системы (1), удовлет­

воряющее гран ичному условию

( V) ' д
Пгп С I а ) и(х) =f(y), YES, t(Y)E C(S).

Х-Ц+О \ Х

Одним из методов приближенного решения задачи Н еймин а является ме­

тод Пи кон е. для системы ур авнений теории упругости и систем более об­

щего типа этот метод рассматр ивался в р абота х [1 , 6 ] В . д. Купрадзе и его

учен иками .
•

Перейдем к и зложению этого метода ДЛЯ сформ улированной выше задачи

Нейманя. Рассмотр им систему ПОСТОЯННЫХ векторов высоты р :
1 - - ,- -

о о
1( 0:

1
О(1) О ( 2) ,ra ~p )

% = % = % =, . . . ,
• • •
• • •
• • • (3)
О О

1

1- }Га ..-- - -
3



... ; (4)k = 1, 2, 3,i , j = 1, 2, ... , р;

r (1) (f)
где (j - площадь поверхности S. Очевидно, что .1 x'xds = Вц .

s -
плотное множество точек на S.Пусть (Xk}k' 1 - счетное , всюду

Теорема. Система векторов

{
(j) 'V) ( д ) и) } (
Х, С' ду СРо ( X k - у) ,

,,

-
YES , xkES,

и )

линейно независима и полна в L 2 (5). Здесь СРо (Xk - у) - столбцы
"

ментальнои матрицы.

Д о к а 3 а т е л ь с т в о л и н е й н о й н е 3 а в и с и м о с т П...
~ (p+k) ~ ~ (V) ( д ) (1)
"'" Ckx + ""'" ~ CikC д СР (Хи - у) = О ,

и=- (p-I) 1=1 k=1 У

финда­

Пусть

(5)

(6)

~

где у Е S, Xk Е S, сь , Ck - постоянные числа, N - произвольное нату­

ральное число. Рассмотрим вектор

р н (1 )

со (Х) = 2} 1} ClkqJ (Хи -Х),
1=1 k=1

Очевидно , что

А ( :х .) со (х) = О .

( д о (p+k)
C(V) \ д со (у) Is = - ~ СиХ , У Е з. (7)

у и=- (p - I)

и)

Применяя к векторам со (х) и % (i = 1, 2, . . . , р) вторую формулу Грина [7]

5{v' (Х) А ( :х )и (Х) - .и' (х) А* ( :>: )V (Х)l' \dx =

D

=-.) {V' (у)В (у , :y) U (y) -l u' (у) В* (у, :у ) v(y)]'}dyS,
s

где

•
А ( :х )= А* ( : >: ), В (у, :у) = В* (у ,

n
д ) ,., -
ду = 2 """ A1kVI

k,l=1

i=1 ,2, • • • • р .

и учитывая формулы (7), получаем

о r ( 1) (р+и) ,

~ Си J [х' % г dyS = О,
k= - (p - I) S

k

Отсюда в силу оргонормнрованности системы (3) ck = О , k = 1- р , 2 - р, •••
.. ., О, что вследствие формул (5) - (7) дает

А ( :х )со (Х) = О , Х Е D,

C(V) ( :у )со (у) \s = О , У Е S.

р (k) - р 2
Но тогда [3] со (Х) = ~ аих, Х Е D, аи -- константы, ~ ak =1= О.

k=1 k=1
, - , р (k) ( д )-

Рассмотрим вектор со (Х) = со (х) - k'L,l ai,x. Так как А дх со х) =;:; О.

- - ,.... ,...,.
х E'n, со (х)= о, Х 3D, то в силу аналитичности со (х)== О, х 3 D, т. е.
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р N и ) р и) -
~ ::: Cik lj)' (х, - х) = ~ арс. Приближая точку Х Е D к ПрОИ3!30ЛЬНО выбран-
:=1 k= i :=1

ной точке Х/г. Е (Xk}k 1 и учитывая свойства фундаментальной матрицы
Р и)

<Ро (:<.~ - Х), получаем ~ Cik. CPOj (Xk. - Х) = О, что в силу обратимости
1=1

фундаментальной матрицы дает Ci ko = О, i = 1, 2, о •• , р , а это ввиду произ­

вольного выбора точки Xko доказывает линейную независимость системы (4) .
Д о к а з а т е л ь с т в о п о л н о т ы . Пусть ~t (у) Е L 2 (S) - произ-

" u

ВО.1 ЬНЫИ вектор, удовлетворяющии условиям

( i )

.\ [~t (у)]' xdyS = О, т . е. 5~; (у) dyS = О, i = 1, о ' о , р, (8)
s s

i=l,oo.,p,

n

00 (х - у, V (у» = 2 }: aq>o ~'(x-: у) A klV1(у).
k, l=l

(9)

(10)

.. ~ . ,k = 1, 2, 3,
.) [~(y)]' [C(V) ( :у );~~ (xk - у)] dyS = О,
s

~ti (у) - компоненты вектора ~ (у) о Покажем , что I-t (у) = О, У Е So
Рассмотрим потенциал двойного слоя [4]

W (х, fЛ) = J00 (х - у, V (у» I-t (у) du5,
s

в силу (2)

-
откуда вследствие (9) получаем W (Xk, ~t) = О , Xk Е 5, k = 1,2, З, 0' 0 Зна--
чит, W (Х , I-t) == О, Х Е So Следовательно ,

----- Аt:х=tW\Х,lIJ~ ХЕт; "Б,
W (у, fЛ) Is = О,

а поскольку на бесконечности W (Х, /-t) = о ( n~ l ) , то W (х, /-t) = О, х Е
, r-- -

Е Е2 " D, а в силу аналитичности W (Х, ~) = О, Х Е Е2 " D.
ИЗ тождества W (Х, I-t) == о, Х Е Ez " D следует, что

lim C(V) ( :х ) w (Х, I-t) = О, Х Е е, ,,15, Уо Е 5 ,
х .....уо-О

а по теореме Таубера - Ляпунова [5]

Нгп C(V)( д ) W (x , /-L ) = O, « с и, YoES.
х .....уо+О ах

Таким образом, W (Х, /-t) является решением внутренней однородной задачи

Неймана:

A(:x)W(X,~t) =O, » с о.

lim C('V) ( а ) W(x, /-t) = о, Х Е D, Уо Е з .
Х"'Уо+О ах

Так как такое решение есть произвольный постоянный столбец , то можно

р (k)

положить W (Х, I-t) = ~ bk'X, Х Е D, bk - произвольные константы.
k=l

5



•

__ р (k)

Итак, W (х, ft) = О, х Е Е2", D, W (х, ft) = ~ bkx. Используя формулу
k=l

Р (k ) .

«скачка» для потенциала (10) [4], получаем 2ft (у) = ~ bkx, У Е 8, откуда
k=l

в силу (8) bk = О, k = 1, 2, .. . , р . Следовательно, ft (у) == О, У Е 8, что до­
казывает полноту системы (4). Теорема доказана полностью.

( ( д ) и) (pk- (p- i »
Введем новые обозначения: С '1') • дх СРо (xk у) = .0 (У),

(p+i ) и)

i=l, ... , р; k =1,2,3, ... ,; х = 0, i=-(p- I),

-(р- 2) , . .. , О .

Таким образом, линейно независимая, полн ая в L 2 (8 ) система (4) обозн ачен а

(Л 00 (п О

теперь {0 (у) };=_(P_I) , причем . векторы {0 (у) );=- (P- l ) ортонормированы.
( j ) 00 ( л (Л

Ортонормируя систему {8 (Y)} j=l, получаем {~) (Y) )!-'-l, где 1р (у) =
•

J., k(k) . k
= ~ bj 0 (у) , J = 1. 2, 3, ... ; bj - определенные константы .

k= l
. Пользуясь свойствами интеграла типа Гаусса [4] , легко показать, что

и) 00 (Л О (Л О
векторы { 'Ч' (Y) }j=l и { 1р (Y)}j=-(P- l) = {6 (y) } j=-(P-l ) ортогональны между

. (Л

собой . Следовательно, система (1р (у) )} - -(p-l) ортонормирована, линейно

независима и полна в L2 (8).
Перейдем непосредственно к методу Пиконе для задачи Неймана . Раз-

(Л 00

ложим граничный вектор { (у) в ряд Фурье по системе ( 1Р (у) ) j = _(p_ l) :

00 (k) . (k)

{(у) = 23 1р (y)fk' У Е 8, tk = 51Р ' (у) t (у) dyS. (11)
k= - (p-I ) S

(12)у Е 8 .

k = 1, 2, . . . , р,

Для существования решения задачи Неймана вектор { (у) должен удовлет­

ворять условиям [3]
(' (k) (k ) .•

J х'! (у) dy8 = х' Jf (у) dy8 = О,
S S

откуда следует, что {_(p_l) = {-(р-2) = ... = {-l = {о = О, и вследствие
(")J 00

полнотысистемы { 1Р } j=-(p-l) получаем

(N) (N) N (k )

liт 11 f (у) - t (у) IIL, = О, f (у) = ~ 1р (у) fk'
N- oo k= !

Рассмотрим векторы

(N) ~ (k) N~, /Л N k j ('1' ) ( д ) (lj)

t (х) = ~I 1р (х) tk = fJl fk ~l bk0 (х) = l!!fk ~I ыс дх СРа (xr j -х) , ( '1 :3.)

lj = j Р [ j -; 1 J, Г; = [ j + (~- 1) ] , .

(N) ~,~ j (1 )
и (х) '= ~ fk~ bkrpoj (Хг . - х). (Н)

k=1 j=1 J

Очевидно, что для любого натурального N

А ( :х )~) (х) = О, х Е D,

(
д \ (N)

C ('I') дУ) ~V) (у) Is = t (у) , у Е s.

•

(1



Следовате,1ЬНО ,

(Х)

и (х) =
1 r (2) (N J 1
2 .J G (у - х) f (у) dyS - 26-

S .

r (N j

\ а (y)dy,
•
n

х Е D,

(2)

где Д - объем области D , G (у - х) - матрица Гр ин а задачи Неймана [3 1.
. Поскольку решение исходной задачи Нейманя представимо в виде

l ' (2) 1 ('
и (х) = 2 .\ G(у -х) f ( у) dyS - 21.\ J. и (у) dy, х Е D ,

S D

то

(N) 1 S(2) (N )
и (х) - и (х) - Х = 2 G (у - х) и (у) - f ( у) ] dyS,

s
1 r (N )

где Z = \ [и (у) - и (у) 1 d y - постоянный столбец . Применяя к правой
2А .

D
части последнего равенства неравенство Коши - Б уня ковского, В силу (1 2)
пол х чаем•

(N )

и(х) = liт u (х) + х,
N _oo

-
х Е о, С D,

(N )

где и (х) определено формулой (14). Таким образом, искомое приближенное

решение построено. •
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

ПЕРВОГО ПОРЯДКА С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ

В. Н , Цымбал

(1)(i = 1, .. . , т) ,

в прямоугольн ике D : { О < х < 1, 0< t <: Т) , 0< l < 00, о < т < 00,

рассмотрим гиперболическую систему дифференциальных уравнений в част-
u

ных производных первого порядка с малым деиствительным параметро м

f, > О при старшей производной :

т

дU i дU i "\:'1
д! - o~., (х, t ) дх = в Щj (х, ') Ui + fi (х , t)

где А; (х , t), аn (х , t) , " (х , t ) - заданные в D функции (предположения о

гладкости будут указаны ниже), UJ (х . t) - искомые функции.
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