
{

(26)+ g;Og~1 - g;2g11 + g~g1I)) 65} .

Здесь введены обозначения

} -? $ 1 '2 01112
gjk = чя» + че». gjk = gJk - gjk, gjk = gOOgjk - gOOgjk,

2g~D = ir~, 8g~D = А (4 + h-2 + 2hZ) + BhZ
, 8g1! = - А (5 + h2 + h-2

) - в, )
4clo = - 4gil = А (l + h2

) ,

8 k ·k 8 k 'bk 81l .kg20 = Lazo, g21 = - t 20. g22 = tC20,

16g~o = - a~o. 16g~1 = b~ + l/зl. 16g~2 = - (c~o + b~l), 16clз = C~l'

32g~o = - i~o, 32g{1 = i (b~o + 241), 32~2 = - i (c~o + 2b11 +
+ а12), 32gt = i (2с1! + b~2)' 32g{1 = - id:2' k = 1, 2.

С помошью формул (25), (26) МОЖНО вычислить коэффициенты интенсив

ности напряжений в общем случае, когда правая часть уравнения (18) яв
ляется произвольной функцией

!

k1 + ik2 = Sф (6 (So) , О (s,,» dso + Р.
-1

При рассмотрениизадачи без учета температурынеобходимо положить

р = о.
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060БLЦЕНИЕ ТЕОРИИ ТЕРМОУПРУГОСТИ

ТРJШ СВЕРСАЛЬНО-И30ТРОПНЫХ ПЛАСТИН

Б. Л. ПеЛGI, М. А. СУХDРОЛЬСКИИ

Исходные соотношения. Рассмотрим трансверсально-изотропную пластину

толщиной 2h, находящуюся под действием температурного поля и статиче

ских нагрузок, приложеиных к внешним поверхностям. Силовые воздействия

представим Б Биде симметричных PlI и антисимметричных Pl2 нагрузок
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i = х, у, z). Напряженно-деформи"ованное состояние пластины ОПИСЬ~ ...
вается уравнениями трехмерной теории упругости в декартовых коорди ....
натах.

Представим компоненты вектора перемещений и температуру в виде

рядов ПО пол иномам Лежандра Рil. ( ~) [1]:
~ ~ ~

- ... UkPk, V = 2:: VkPk , W = ~ WkPk, (1)
k=O k=0 k=0

т = 2J T,Pk' (2)
11=0

где Uk, Vk, Wk, Тk - функции координат х и у.

Палее, исходя из закона Гука и формул (1), выражения для напряжений

запишем в виде

0<1

~ 2k+ 1 N
ае} = ~ 2h kliPk

k=O
и, j = х, У. а). (3)

Здесь Nk!j - усредненные усилия высших ПОрЯ.1КО8, зависимости которых

от коэффициентов разложения компонентов смещения представляютоя

следующим образом:

N 8 (дUk + aUk ) I о \i NT
нхх = 2k + 1 \----CJX v~ 1/. kzz - Iщ

В (' aUk + aUk) I ' \' N·T (4
:':!JY = 2k + 1 ~ v ах т 1, . kzz - ky. )

N В(I-\') (дЩ, I ' :'=: •
kxy = 2 (2k -+ 1) ---ау т ---ох ·

, [ (fЭk О;;_:?) ] Т Т
NJtzz - Nk+ 2•ZZ = 2Ео Wk+1 + лh 2k + 1 - 2.-. _ 5 - Nkz + Nk+2,z,

Nkxz-Nk+2,kx = 20' (щ+1 + 2k~ 1 ~~:!: - 2k ~ 5 д'~:+2),

(
h д- о • г , aWk+2 ) (5)

Nk"z - Nk+2.yz = 2а' Vk+1 + 2k I -..;:..:;.... - ду'" т 1 d;; 2": - ;)

Температурные усредненные усилия опрелеля: с ::3 : рмул

-.
.. =~ ---.!...-. fЛ,1~

- '. ОХ ду '

N T нТ (1 -+- У) В _,
kx = Jv ky = ....:....,2""'.'--:-'-:\:-- ..... ' ~ .k,

т 2h E 'k~
N kz = 2k.+ J а ;; '

в формулах (4), (5) и (6) приняты такие 0 - 3: .2 -::: н и .:

E~= (l-v)(Е')2 Л= ...··5
(1 - v) Е' - 2 (\")2 Е (l - " .=

2hE
(
' JE • ~ :: " ') ~ 1-

В = k' = 1 - ~ :.. ... :! - - ,
1- v 2 ' Т V, Е ' '7, ' • - ,; - Е' •

(6)

Е, Е'; v, v';o:., (J..' - модули Юнга, коэфз ианенгы ггу а зсона и коэффициенты

температурного расширения в направлен ня х !! л оскос н пластины и перлен 

дикулярных к вей, О' - модуль поперечного .1B:: -2 .
Уравнение равновесия в усредн ен ных у илия х . о.1 . -Ч ;{ _ , ~ подстановкой

выражения (2) в трехмерные уравн ен ия равновест я в напряжения х

дNkХJ
дх

:<-!
aNkyl I \-,+ ду т 2p,'l- -J

i= l . з....

2/+ 1 \. О
, J ' jz.i =
i1

(i = х, у, з; k = О, 2, 4, ... ). (7)
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k-I

aNkx/ + aNky / +2 _ '\... 2i+ 1 N =0
дх dy Ptl k..I h jz.t

j=0,2" ..

и=х,у,г; k=1,3,5, ... ).
Граничные условия на внешних поверхностях пластины на основании фор

фул (3) при подстановке в них г = h МОЖНО представить в таком виде:
~ ~

(8)(i = х, у, г).~ ~+lN ~ ~+IN
р11 =.i..J 2h Ыг, р12 = kJ 2h шг

k=0.2.... k= 1,3,.,.

Подстановкой формул (4), (5) в уравнения равновесия (7) и условия (8)
можно получить систему двумерных дифференциальных уравнений относи

тельно коэффициентов разложения компонентов смещения.

Условия на краях пластины задаем с помощью формул (1) или (3). Отме
тим, что задача определения напряженно-деформироваНI:IОГО состояния

пластины разбивается на независимые задачи изгиба и растяжения плас

тины.

Построение приближений. Напряжения, действующие на площадках

с нормалью г, аппроксимируем конечным числом полиномов, удовлетворяя

при этом условиям на внешних поверхностях пластины. Определяем n-е

приближение, если касательные напряжения приближены полиномами

Рь, Рl' ... , Ре«, а нормальные - полиномами Рь, Рl, ...• P2n-1. Выражения

(8) при этом принимают вид

(9)

(12)

(11)

(1 О)

2k+ 1
2h Nkl z ,

представим в виде суммы

и,;=х,у).

2'1

~
,,=1.3•...

P12=

2'1-1

V = ~ VkPk •
k=0

2k+ 1
2h Nkl z ,

2/1

Рi1 = L
k=0.2....

W2n-1 = W 2n = О.

Выражен ия для напряжений О.и, Руу И a;r.y

конечного числа членов

2'1-1
\"' 2k+!

а iI = L.J 2/1 N1u,Р~
k=()

2'1-1 2'1-)

Pz1 = ~ 2,\t 1 н.: Pz'J. = :ь 2k;t 1 NII;и (i = х, у).
k=O.2,.. k=I.3 ...

Теперь соотношения (9) и (5) представляют собой полную систему линейных

алгебраических уравнений для определения усредненных усилий NJ..п

(k = О, 1, ... , 2n - 3) и NI<~z. N/щ'l (k = О. 1, ... , 2n - 2) - их зависи

мостей от конечного числа коэффициентов разложения компонентов смеще

ния. Ограничиваясь этим числом коэффициентов, выражения для перемеще

ний записываем в виде
211.-)

и = .~. UkP!l'
1=0

Кроме того, принимнем. что

Усредненныеусилия Nkl / . определяемые формулами (4), являются функция
МИ только коэффициентов разложения компонентовсмещения , содержащихся
в формулах (Ю).

В разложен ии (2) н а ОСИ ован ии выражен ия (12) можно сохранить толь
2'1-1

ко 2n членов Т = ~ T~PIl и, кроме того, на основании (11) принять рав

k=O
'/ J

ными нулю температурные усилия N?'I1.-I.Z' N2n.~, Аналогично на осно-

вании формул (10) и (11) в системе уравнении (7) можно сохранить по 2n
уравнений при i = х, у и 2n -] уравнений при i = г, Полученные урав

нения с помощью соотношений (4), (5) можно свести к системе дифферен

циальных уравнений 2 (6n - 1)-го порядка относительно 6n - 1 неизвест

ных коэффициентов разложения компонентов смещения.
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(15)

Следует отметить, что в каждом из приближений введением дополни

тельных гипотез возможно уменьшение количества иеизвестных и понижение

порядка системы дифференциальных уравнений. Соотношения первого

приближения с иезиачительными изменениями совпадают с соотношениями

теории тонких пластинок [2,3].
Теория второго порядка. Рассмотрим случай силовой задачи при от

сутствии касательных напряжений на внешних поверхностях пластины.

Выражения для напряжений О"хх, О"уу, О"ХУ И персмещений и, о, W получим

ИЗ выражений (10) и (11) при подстанояке n = 2:

О"I! = 2~ (NOiiPo+ N 1i j P l + N,щ.р?, + NзilРз),

.и = UI.JРо + и.Р, + И2 Р2 + UзРз. (13)

v = иоРо + и 1Р 1 + V'l P -2 + V.зРз,

w = woPo + W,Pl + w,:!Pz ([, j = х, у),

а выражения для напряжений o"xz, О"уг> ан получим на основании соотно

шений (3) и (9):

о"[х = 2~ [NOi z (РО - Р4) + эн., (Р] - Рз) + ьн-: (Р?, - Р4)]'
(14)

O"Z2 = 2
lh

[Nozz (РО - Р2) + гн.: (Р) - Рз)] + РгIР'l + РZ'lРз (i = х, у).
Формулы для усредненных усилий NkJ; и, j = х, у; k = О, 1_, 2, 3) имеют

вид (4), если согласно выражению (9) принять

3 2h
N3и = - 7 N lи + -7-P2Z'

J 2ft
N2zz = - TNQzz + -5- Р12'

Решая систему уравнений (5), (9) при n = 2 относительно усредненных

(16)

Уравнения равновесия имеют вид

aNoxx +
aNo:ry

=0,
дNz.rх

+
aN'2xy з

дх ду дх ду
-TNJU = О,

дNоjJу + aNo:r1l
=0,

aN2yy +
aN2xy з (17)

ду дх ду дх
-тN\yz = О,
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(18)

ьн.;

дх -f--

aN1yy

ду

BN1xx

дх

BN:v.:x
дх

дNзуу
ду

aN 1g2 1
ду - h NОг2 +- 2р1z = о,

дN}%!I 1+- дх -т Noyz = О.

aN I%y 1+ ду -т Noxz =0

aN3xy 1+ ду -т (Noxz - 5Nzxz) = о,

дNзхu 1+ дх - Т (Noyz - 5N2yz) = о,

BNoxz BNo!Jz
дх + ду + 2Р2г = О.

дNzxz oNZ!J2 3
дх + ду -т N1zz + 2Р2Z = 0 .

Уравнения равновесия (17) и (18) характеризуют напряженное состояние

растяжения и изгиба пластины соответственно. Подстановкой выражений

(16) и (4) с учетом (5) в уравнения (17) и (18) приходим к двум независимым

системам диффереициальиых уравнений относительно коэффнциентов раз

ложения компонентов смещения: десятого порядка IЗ случае растяжения

и пвеиадпатого - в случае изгиба пластины. Эти системы уравнений мож

но свести к таким разрешающим дифференциальным уравнениям:

Коэффициенты приближения компонентов смещения полиномами Лежандр:

представляются следующим образом :

(i = о, 1, 2, 3).

ви, av( го, дVI

и, = ---ах- - ау · V i = ау +~ '

Wo=:~ д:: -+(U1+-Uз - I~ Wо-5Ф).

з r 20 J
W1 = h L 7 (1 _ Il

1
) W1 - и2 ,

'28 др! 5 и
W 2 = - 3О' ~-T( з-Wо+ Ф)

(21
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Здесь обозначено:

ИО = и~O + ХРо +YQo + Р2 - W1•

V 2 ( U 4/12>-, дРо F
0= 1 _ v xqo - УРIJ +- Q2)' 2 = -3-ах - l'

и1 = и; + хр, + YQl + Рз -WO'

и -_ 4h 2
; .. (I+k J) ~-F

з - )5 (l - k]) дх О'

V 5/,2').. (1 - v) ЛV _ ~v (22)
з= 9(I -kJ D 1 9 l'

и»; ( 1 ' 3 )
Ф = -тg- \ 1 _ k

1
!1и 10 + 5G' Р?:'), •

F1=h2Л[ 2k2 ~W )З+7kl W + k'l.
5 (k2 - 1) 1 - 7h2Ч l - k1) 1 35лЕ~

F -/:иl 2k'}. o\w 19+ 9k
l W +

0- L/I, 21 (k'l.-I) о: 0- 9h 2' .. (l-k.J 1)

1 -1- k1 Зk'l.]+ 2ht ).., Ф +- 35л.Е' PZ'l •
О

Функции а; и~о и ХРо + YQo +- pz, хр; + YQl + Рэ являются соответствен
но частными и однородными решениями первого уравнения (18) и третьего

(19); функции СРо = Ро + iqo. <Рl = Рl + iq], %0 = Р2 + iq2 И 'Х1 = Рз + iqз
произвольные аналитические функции.

Подстановкой выражений (2]) с. учетом (22) в формулы (Тб) получим за

висимости усредненных усилий от разрешающих функций (19) и (20).
Граничные условия на внешнем контуре пластины формулируются на

основании первых равенств формул (13) 11 (14) в случае первой основной зада

чи и на основании второго, третьего и четвертого равенств (13) в случае

второй основной з~ачи.
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