
положительные электрические заряды и ионы растворенного вещества кон

uентрируются вблизи поверхности слоя и достигают максимума на границах

х = О, х = l, причем тах 00:::::::; 107 .м~ , тах с ~ 10-2.

Рисунок 2, б иллюстрирует распределение напряжений •
о"хх = --'--:--

(сплошные линии). Напряжения a~y.(
• 20

штриховые линии) и 0"//1/ = уи2
Еоk2фо

вычисленные с учетом влияния конценграции растворенного вещества, пред

ставлены кривыми 1, а без учета концентрации - кривыми 2. Соответствую-

шие нормальные напряжения а;х практически совпадают. Из графиков вил-
• *

по, что напряжения О'хх, О'Уll достигают максимума на поверхности слоя,

причем шах ахх ~ - 5 . 106 --;..-, тах G
iJ
!!~ - 2.5 . 106~ С учетом кон-

м М-

центрации и шах ау!! =2,5 . lOG ~ без учета концентрации.
м

Из анализа полученных решений следует, что приповерхностная

область электропроводного слоя с иассонзояярованиымв границами при

отсутствии внешних силовых, температурных и электромагнитных возлей

ствий представляет собой конденсатор, внешнюю обкладку которого обра

зуют электроны, а внутреннюю создают положительные ионы, что согла

суется с известными литер атурными данными [3,7]. При этом ион ы раство

ренного вещества концентрируются в приповерхностной области слоя.

Наличие растворенного вещества практически не вызывает изменения объем

ного заряда (о, но оказывает заметное влияние на распределение механиче

ских напряжений.
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ТЕРМОУПРУ ГО Е ееетояе И Е КУСОЧИо-одноРОДН О Й пл осн ОСТИ,

GCnАБЛЕННОЙ ПРОИ3ВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОЙ ТРЕLЦИНОЙ

И. М. ЗаШКИПЫfЯif

Рассмотрим две спаянные ПОЛУПЛОСКОСТИ , одна из которых ослаблена тре

щиной Е, расположенной под углом В к лини и спая Г и не выходящей на нее.

Введем систему координат хОу с началом в точке пересечения линии Г и ли

нии, на которой расположена трещина, а ось Ох направим по Г. Обозначим

всю плоскость комплексного переменного г = Х + iy через S, область

у > О с трещиной через З, и область у < о через S2' В дальнейшем все вели

ЧИнЫ с индексом «1» будут относиться к плоскости с трещиной. а с индексом

«2» - к плоскости без трещины. Введем также систему координат рОИJ с

осью Ор, направленной по линии расположения трещины. В этой системе

координат комплексная координата запишется ~ = р + iw.
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Предположим, что в кусочио-однородной плоскости без трещины И3~

вестны стационарное температурное поле [о (х, у) и напряжения (J0lj и. j =
= Х, у), на линии спая полуплоскостей имеют место условия идеального

теплового и механического контакта, а трещина теплоизолированная . При
этих условиях нужно найти возмущение заданного температурного поля

и термоупругое состояние, обусловленное наличием трещины.

Представим температуру и компоненты напряжений в виде суммы двух

слагаемых:

т (х, у) = to (х, у) + t (х, у),

(J~! (х, у) = (5011' (х, у) + а,! (х, у) (i, j = х, у).

Здесь t (х, у) -:- искомая температура возмущения, (Jij - компоненты иско

мых напряжений.

Для определения температуры и напряжений имеем следующие гранич

ные условия: 1) условия идеального теплового и механического контакта

на линии спая Г:

t ( О) t ( О) '1, д/т = '1 atz (1)
1 х, = 2 х, I "'1 ду ""2 dy ,

a~!I + icr~_1j = о{у + ia~!" И 1 (х, О) + iV1 (х, О) = lIz (Х, О) -1- ivz (х, О); (2)
2) условия теплоизоляции трещины и отсутствия внешних усилий на ее

берегах:

(3)= О, (J~w + i(J~ш = а.
дТ (р, О)

дш

Кроме того, Нгп О'у!/ = О, Нт [; (х, у) = О. Здесь Л, - коэффициенты теп-
1т z.... 00 Х,у-нп

допроводности.

При решениизадач термсупругостибудем пользоватьсяизвестнымифор

мулами [3,51

(Jxx + (Jyy = 4 Re Ф (г),

ауу - i(Jxu = Ф (г) + Ф (г) + zф' (2) + ЧУ (г), (4)

ауу - ia>;y = Ф (г) - Ф (z) + (2 - Z) ф' (г), (5)

д - ---
20 ах (и + iv) = хФ (2) + Ф (2) - (2 - 2) ф' (г) + Н (l + х) F (z), (6)

где Ф (г), ч' (2) - комплексные потенциалы Колосова - МусхеЛИШDИЛИ,

F (г) - комплексный потенциал температуры, G - модуль сдвига, Н =
аЕ аЕ

= 4 (1-,,2)' х = 3 -4v, а. = а, (l + ") - ДЛЯ плоской деформации, Н = 4'
З-'\'

Х = }+ v' а: = а, - для плоского напряженного состояния, Е - модуль

упругости, v - коэффициент Пуассона, а, - коэффициент линейного тепло

вого расширения.

В формулах (5), (6) функция Ф (2) распространяется на сопряженную

область таким образом:

Ф (2) = - ф (г) - zф' (г) - чг (г).

Рассмотрим сначала вспомогательную задачу. Определим температур

ное поле в области 5, когда в области 51 в точке 2 = ~ (~ = 'r)) действует

стационарный тепловой диполь мощности У ("1), ориентированный под углом

~ к оси Ох. Если диполь находится в бесконечной плоскости, то комплекс

ный потенциал температуры имеет вид

1
Fg (г, ~ = 2 ·л

1Н 1
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Представим комплексный потенциал обусловленной этим диполем тем

пературы t (х, у) в области S в виде суммы

Р1 (г, ~) = Fg (г, s) + Fо, (г, S) .
Решив теперь первую основную задачу для верхней и нижней полуплоскос

тей [3] и удовлетворив второе условие (1), определим комплексные потен

циалы температуры. В системе координат рОш они имеют вид

F ( = у ('1) I 1
1 ~, 1\) 2niл. 1 1. т) - ~

F (1' ) - 'у ('1)
2 ~,Y! - ni 0"1 +~) ('1-t)

Если диполи размещеныпо отрезку L с плотностью V (t')), то температур

ное поле определяется по формуле

'l (р, т) = Re .\ Р, «, yj) dl1
L

(i = 1, 2), (7)

причем имеют место равенства

tt- " = v(t]), v(а) = l' (Ь) = О . (8)

Здесь индексы «+ » и ({-» обозначаютпредельныезначения соответствующих

пеличин с правой и левой стороны трещины,а И Ь - абсциссы концов тре

ЩИНЫ.

Продифференцируем функцию (7) по w, затем проинтегрируем по частям

с учетом (8) и подставим найденное выражение в граничное условие (3).
В результате ДЛЯ определения l' (t]) получим сингулярное интегральное

уравнение

ь+~'I'J ('11) l t] ~p + к, (р, 't])] dr"! = - 21.,1 д/о ~~. О) = ер (р) (р Е L), (9)
а

я, (р, '\1) = - ~1 [ 1 ;I/З + 1 - 2i I3 1.
р - 11 Р - т]е

При определении термоупругого состояв ия области S будем описывать

трещины с помощью дислокаций r1] с плотностью

(11 )

(10)

g(p) =+ :р [v+-v--i(u+-uj],

где и (Р), V (р) - перемещения берегов трещины. Если дислокация и диполь

размещены в точке Z = Gоднородной плоскости, то

i J3U) (;e- i f3 ) e-Ф(jJ (;e-i~) ~е-Ф(i) (;е-Ф)
Ф (г,~) = ~-z чг (г,~) = 6-2 (6- Z) 2

D [ а i 1 D 2G)
(j) (р) = - ~ g (р) + 2;'1 ~? (р), 1 = 1 + %1

Представим теперь комплексные потенциалы в области Sl в виде суммы

известных (10) и некоторых голоморфных функций, а 8 области S2 - 8 Биде

голоморфных функций. Удовлетворяя на контуре r граничному условию (2),
на основании формул (5), (6) после несложных преобразований получаем

граничное условие для функций Ф, (z):

(Ф1 + Ф2)+ - (Фl + Ф2}- = О,

(Фl - m1Фz)+ + m2 (Ф, - m1ФzГ = f (Х),

где

где

mlJ =
I+Л~

Л+X:t
Л - ~- а'А
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·0 [ lr, (t -I~) -il3 (Е Ф)f (х) = тз I 10.1 а* е i' ~e _ л. е у ':.е
2А{ x-~ х - S

Решение граничных задач (11) имеет вид 14]

Фl (г, ~) = M1 (г, ~) + ~1+-m~l Mz (2, ~) + ')..N (2, ~) (2 Е 81)' (12)

Ф, (г, 5) = mу(; 1) М1 (г, ~) +М2 (г, ;) + а* N (г, S) (г Е S,J,
m '1. т] m z

Ф2(Z'~)= ~t:: М2(z,~)+л.N(z,~) (zE81) , (lЗ)

о, (г, ~) = m~7;+~l) М! (z, ~) + ~!: N (г, ;) (2 Е 82)'

где

6) (se-lt!) ei~
M 1 (2,~) = ~-:.

(ze-l~ _ 5i (3)(1) (~e-II3)

(г - ~)2

где

y*(rt)=CtlD2~(11), А= ~+;'"1' В= ~~~:21 ,A1 = 1- A, В1 = I - В .

Требуя теперь, чтобы на месте разрывов сумма заданных нап ряжен и й

и напряжений (14) равнялась нулю, ДЛЯ определения плотности дислокаций

получаем такое сингулярисе интегральное уравнение:

.\ {О) (1')) l 1] -=- Р + R1 ('r), р)J+ со (щ Rz (1'), р);' dl1 =
L

= - (crошw + iaopw) + i S1'* (f)) Rэ (1/, р) d'l]. (1 .5)
L

Определив из этого уравнения со ('r) и подставив его в выражен ия (12) , ( [3) ,
после интегрирования последних по линии L найдем ко. яглексные потен 

пиалы, через которые определяются компоненты напряжений . Зн ая со (1)),
негрудно найти коэффициенты интенсивности н ап яжений по фор..г уле

k1+ik2 = + 11 7 Нт. ~Г(b_p) (p_ a):T ш (р . (16)
о ... с.,[}

где 2l = Ь - а - длина трещины.

С а+Ь б
делаем замену персменных w -= W>i'-' Р = Р", + 2 и введем езраз-
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Р* 11", 1
мерные координаты s = "Т>, а = -,-. о = Т' где d - расстояние от

центра трещины до ЛИНИИ спая. Тогда уравнения (9) и (15) запишутся так:

J

_1 (' у' (cr) r 1 + я, (о, 5) !da = ер (s), (17)n .) 1] - s )
-1

где

I

1 (' {-[1 1 J 1 )n J Р (а) cr _ s + 2 R1 (0', s) + р (а) "2 R2 (а, s) I da = в (s),
-1

({8)

л

Р (5) = - ---п:- (L) (5),

Функнин Р (5)

J

8 (s) = 21, (аошш + i(Jop~) - ~~It +~ 'у (о) Rз (а, s) св,
-1

И 'у' (s) удовлетворяют условию

1 I

,\ р (5) ds = ~~: ~ "? (5) аз, ,\ у' (5) ds = о. (19)
-1 -1 -1

Ра3,10ЖИ~! ядра и правые части уравнений (17), (18) в ряд по параметру

() (8 < 1):

(k = 1, 2,3,4), (20)

Здесь

со

ер (s) = ~ ((1т (s) &111,
111=0

{21 )

п-2

Р. _ ( i :'1-:-1 \' :n n!
(n(s, а) - ,Т) ~ (-1) ml(n-m-2)1 Х

rтl=D

(
k 2 ь: п 2) II-m-2 т

Х - QnmS + I1InSa - Сnmа S о (k = 1, 2, 3),

Г6 = - +(А + В) h, rJ = +\(4 + h-Z + 21z2
) А + Bh2

] - i-rА (5 + h2 +

+ h-2
) + В], г~ = О, ri = ~ (5 - 0') (l + h2) , г~ = ~л (h-

1+ h) +

+ 810.:* h. гТ = +(3А 1л + B1Ct*h
2

) - -]- lА1л (l + h2 +h-2
) + Ba.*j,

a~т = ~ 1(- l)n+IBI + (n + 1) (h3 + h + nh- I
) 8-2, -1- ~ 81,

b~m = ~ «_I}n+l. 281 + [2n21z + п (h:! + З/~-I + 2h)+2 (h + h-l)j s- 2} +

+ з-:', C~т = 4- ц- 1)f!+le-3 + !n2h + (3n + 1) н:' + h-З ! g-2} + ~ 8-3,

2 А 1 +1 1 п+I-;!
апm = 2 (n + ) [в +(-) Б j,

b~m = ~ IInh (l + h2
) + 2h] 8-2 + (_I)rI+! [2h+ n (h + h-1)] в-2} t

C~m = -4- [(h-L + nh) 8-2 + (- 1)П+1 (h3 +nh) ё-2] ,

a~ = A~A {(_ l)fI+l е-1 + (n + 1) е-1 1 + B1at< ь!,

b~m = А~л. {2 (_ 1)11+18--3 +- [(2 + n) h-I+ nh] е-2} + B{J./e-1
,
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n

4 Л. ( i )'n+l ,,"\ (l)т nI [01 + (_ 1)n+l 81] sn-тrfl,
(n=-2 2""" ~ - ml{n-m)1 <;1

m=О

где

h - еttЗ k _ еф(n-2m+k) ;;k _ e-t~(n-2rn+.I.!),
- ,8- ,<;1_ •

Искомые функции представим аналогично

p(S) = L Pm(s) вт,
m=О

ее

')' (з) = ~ "Уm (s) от,
m=О

(22)

Подставляя выражения (20), (21) и (22) в уравнения (7), (8) и сравни

вая КОЭффициентыпри одинаковых степенях, получаем

где

dcr = %~ (5)
(]-5

(23)

!l~12 (5) = Рm (5). p,~ (5) = у;;1 (s),

x~ (5) = 80 (s), %~ (s) = <ро ('5),

1 m-I

%~ (5) = вт (5) - _1_ f ~ [pm-j-I (а) Г1 (5, 0') + Pm-j-I (О') г] (5, 0')] ао,
:it -1 j=O

1 m-I

х7п (5) = СРI]J (5) - _1 ) ~ Y~-I-l (О') г1 (5, а) аа.
тt _1 j=O

Решение уравнений (23), неограниченное в точках S = ± 1, имеет БИД

k 1 [~Y~ k ~]I-!m (5) = - -Л-У-=1==~2- -1 т _ S %m ('t') d~ + т • (24)

Из условия (19) следует, что

1

сА = с = - ~ki ~ У (s) ds, C~I = О (т> О), C~ = О.
I _1

Определим КОЭффициенты интенсивности напряжений, когда правая

часть уравнения (18) имеет вид

е (5) = +в (s - 50)'

где б (s) - дельта-функция Дирака, q - комплексная постоянная. Исполь

зуя формулы (24) и (16) и ограничиваясь в разложен иях (20) и (22) членами
порядка 65, получаем



{

(26)+ g;Og~1 - g;2g11 + g~g1I)) 65} .

Здесь введены обозначения

} -? $ 1 '2 01112
gjk = чя» + че». gjk = gJk - gjk, gjk = gOOgjk - gOOgjk,

2g~D = ir~, 8g~D = А (4 + h-2 + 2hZ) + BhZ
, 8g1! = - А (5 + h2 + h-2

) - в, )
4clo = - 4gil = А (l + h2

) ,

8 k ·k 8 k 'bk 81l .kg20 = Lazo, g21 = - t 20. g22 = tC20,

16g~o = - a~o. 16g~1 = b~ + l/зl. 16g~2 = - (c~o + b~l), 16clз = C~l'

32g~o = - i~o, 32g{1 = i (b~o + 241), 32~2 = - i (c~o + 2b11 +
+ а12), 32gt = i (2с1! + b~2)' 32g{1 = - id:2' k = 1, 2.

С помошью формул (25), (26) МОЖНО вычислить коэффициенты интенсив

ности напряжений в общем случае, когда правая часть уравнения (18) яв
ляется произвольной функцией

!

k1 + ik2 = Sф (6 (So) , О (s,,» dso + Р.
-1

При рассмотрениизадачи без учета температурынеобходимо положить

р = о.
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060БLЦЕНИЕ ТЕОРИИ ТЕРМОУПРУГОСТИ

ТРJШ СВЕРСАЛЬНО-И30ТРОПНЫХ ПЛАСТИН

Б. Л. ПеЛGI, М. А. СУХDРОЛЬСКИИ

Исходные соотношения. Рассмотрим трансверсально-изотропную пластину

толщиной 2h, находящуюся под действием температурного поля и статиче

ских нагрузок, приложеиных к внешним поверхностям. Силовые воздействия

представим Б Биде симметричных PlI и антисимметричных Pl2 нагрузок
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