
(16)

д4 ] +---ауг (и2' + и\ ) -
(1)+ (2)~ t [[ д2 (1-"o)g~

СУxr - ахх = - 80 (1 + "о) l g о ду2 + 2

д (а2" -ut)
- 48Ео ду

а(1)+ + (/2)- _ t f д(и2 + ut) _ [ 4Е _ (3 + "о) go~ +
ху ху - 80 (1 + "о) {46Ео ду ое 6 ду2 '

+ (5v~ + 6"0 - З) g~ д4 ] (L + "о) CI.~IJ) [ д
60 ауг (v2" - vn + 3 gо ау +

+ g; ((1 - vo) :;з - ~o д:;.. - I<~ :у )](Tt - Т2)} ,

(1)-1- (:1)- _ J 12$: Е д (и?" - ut)
аХII - аху - 20 (l _ "6) ) uVo О ду

_ (gO д g~ EJ4) _ -j-; (J + "о) ajO)
-2- ду + 1- "о ду4 (V2 + и\ ) + 2 Х

Х rgо ~ + g~ ( т=~; :;з - a
J

o
д~;'C - x~ :у )1(Tt + 12)} ,

F • 4
где go = Ео , go = Ей!, F = 401t , I = з 6h3

- соответственно жесткость

промежуточного слоя на растяжение - сжатие, его жесткость на изгиб, его

площадь поперечного сечения и момент инерции, Ео - модуль Юнга слоя,

6
е=т·

В случае, когда температура внешней среды не зависит от координаты У,

условия (16) запишутся так:

a~~+ + arl- = - 6 (12~"o) f 8 (Uz - ut) + ь ([ + "о) aJO) crt+ Т2)],
,..,.(\)+ ,..,.(2)- _ Оv= -vxx - ,

(17)
(I)+...L (2)- Оое (- +)

(JJ:I/ I аху = - -6- V2 - и\ ,

(1)+ (2)- О
аху - (Jxy = .
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАВНОВЕСНОГО СОСТОЯНИЯ

ДЕФОРМИРУЕМОГО ЭЛЕКТРОПРОВОДНОГО ТВЕРДОГО РАСТВОРА

Б. м. Гнидеu.

Система уравнений, описывающая взаимосвязь и протекание механических

тепловых, электромагнитных и диффузионных пропессов 8 электропровод

ных неферромагнитных твердых растворах предложена в работе 14]. В част

ности, для трехкомпонентного раствора (положительно заряженная решетк:
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основного металла, ИОНЫ растворенного вещества и электроны в пренебре

женин массой электронов по сравнению с массой ионов) в изотермическом

случае при отсутствии внешних электромагнитных полей получаем

[ (
-+ )]

ды со ди _. Е

a:t + л, ~ - дер + Ilo div д,", х Н + pD дl1 = О,

дс D А ~ Е [ ro . (a7t ""Н)]cэ:r = il(". + DеДе + D~дср + D ~ + 110 dlV дt Х ,

(1)

oд~ + (к + ~ )grad div ~ - ~lK grad с - ~K grad ер + !J.o (].х Н) +
.... д2~+ ооЕ = Р a.j ;

- дЕ -+ ."" .... дН .-
rot Н = 80 a:t" + j, dlv Н = О, rot Е = -Ilo~. 80 divЕ = е; (2)

()) = рСср + ВКе - (JYJc,

/:1. = dC - ~l: е + rj<p,

(Jli = [(1( - +G) е - ~Kcp - ~lKcI6{j + 2Gell (3)

и для уравнений Максвелла в области внешней среды V(1, которую примем

в приближении вакуума,

-, дЕ -. ан -.
rot Но = ео д-r;0 div Но = О, rot Ео = - /.Lo~, div Ео = О. (4)

Здесь со - распределенный объемный заряд единицы объема раствора , с 
отклонение концентрации ионов растворенного вещества от начального рав

новесного значения со; гр, !J. - отклонение электрического и химического

потенциалов от их начальных зиачений Фь, М о ; и - вектор перемешений;
" ,..
Q..- =--lcrlj} ,_е_ Iец} = тен..зоры напряжений.са деформаций .ссотеетствспно:

_~ -40 ... -

е - первый ннвариаит тенаора деформаций; Е. Н и Ео , Но - напряженности

электрического и магнитного полей в области тела и вакуума соответственно;_ о

j - вектор плотности электрического тока; л. = Laif + [ 122 1 22 + L2 2Z} 

коэффициент электропроводности ; Zk = г, -: г~ (k = 1, 2), г; - заряд еди

ницы массы ионов растворенного вещества. Z'1 - заряд единицы массы элект

ронов, г; - заряд единицы массы ионов решетки основного металла ; L i / _.

феноменологическиекоэффициенты; ео, J.io - диэлектрическая н магнитная

L d
проницаемости Б вакууме; р - плотность распределения масс; D = -11-, ;

Р

De - кл ; р.. DФ - 1 [L - L . DE I т I L- - ----рг- 1'-'1 , - Р 11 ('Il + ~1) + 1222] ' = - р (L112 t -,-- 1222)-

соответствующиеКОЭффициентыдиффузии; С, К - модули сдвига и всесто-

роинего сжатия: d = ( ~~ )е,!Р - коэффициент, характеризующий изменения
химического потенциала с изменением концентрации при фиксированных

е, ЧJ; В1 = (:; )(],ср - концентрационный коэффициент объемного расшире-

ния при фиксированных (J = а=. ер; ~ = ( ~e ) - элекгрострикционный
<р а.с

коэффициент объемного расширения; ч = - -'- ( аоо,) - коэффициент, ха-
р с t,Q>

рактеризуюший изменения объемного заряда с изменением концентрации;

С = _1_ (Ba(j) ) - удельная электроемкость.
р . ч> е,с
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к уравнениям (1) - (4) необходимо присоединить начальные и соот

ветствующие граничные условия. В качестве начальных условий примем
....

<р = О, с = О, ; = О, ~~ = о, Ё = о, н = о, Ёо = о, НО = О. (5)

в случае массоизолированной поверхности тела при отсутствии внешних

силовых воздействий граничные условия на поверхности (Г) тело - вакуум

запишутся так:

ФО + q:> = о,

J . ~== - Р {DgradС + Dt grade +D~ grad ер +
Е [ ~ ( .: - \ ] .... }4- D Е + 1-10 a:t хН) . п = О,

".-\0 О-+-+

с . n = ""2 (Е + Ео) , (6)

....
где J - диффузионный поток ионов растворенного вещества; Q =
= -ео (Еn - Еоn) - поверхностная ПЛОТНОСТЬ распределения зарядов;

---.- -'r .о...+-

ЕГ!. Е/ и EolI , БОJ - нормальные и касательные составляющие векторов

Ё и Бо соответственно; HJ , НОI - касательные составляющие векторов
- ~ ....
н и Но; n - внешняя нормаль к поверхности тела.

Используем записанную систему уравнений для постановки и решения

соответствующих краевых задач об исследовании равновесного распределе

ния электрических зарядов, концентрации ионов растворенного вещества,

равновесного поля электрического потенциала, а также о влиянии пондеро

моторных сил, полей концентрации и электрического потенциала на напря

жение - деформированное состояние тела при отсутствии внешних меха

нических усилий.

В условиях термодинамического равновесия

-~ - ~ ~

~l = const, Н = О, Но = О, Е = - grad 'Ф, БО = - grad 'Фо, <р +~) = const.
(7)

Равновесное состояние тела в этом случае в пренебрежении влиянием поля

деформаций на распределение электрических зарядов и концентрацию

(т. е. составляющими ~Ke и B1K е в соотношениях (3)) определяется на осно-
р

вании следующих систем уравнений:

., 1 ( 'Т'Ip) 1 С1) Llffi - k~(j) = О, <р = f'z
O
k2 со + -d- /-L , с = - c,

O
dk2 ('У]СО - Р /l), (8)

--
Е = - gгаd'Ф . (9)

в области тела V, где k2 = ~ (с + ~ ) , а на поверхности тела (Г)

ео = - воk2фо - ;: I-t;

2) Ll'Фо = о, ВО = - grad 'Фо

в области Vo, а

ф = 'Фо на (Г);
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3) од;' + (К + ~) grad div~ - В1К grad с - ВК grad ер -1- u)E = о,

~ = OeГ~, аu = l(К - +о) е - ВКср - в/(с] бii -+ 2Оео (13)

в области V, а

(14)

Для определения постоянной [t имеем условия массоизолированнов по

верхности

1Cd\i = О.
\,1

(15)

(16)

(20)

Рис. 1.

(17)

(18)

--
Ео = О,

(19)

Q I.t=o = Q IX=I = ~ (1 _ /1),

Исследуем равновесное распревеление электрнческих зарядов, концент

рации и механических напряжеи п й в э.тектропроводном слое толщины 1
(рис. 1), представляющим собой трех компои е нтн ы й раствор с массоизоли

рованными границами 11 помешенном в незаряж енн ы й ваксум. Примем, ЧТО

искомые величины являются функциями коорди наты Х, а вектор перемеще-

н ия u = ~ и (х), О, О). Тогда решение уравнений (8), (11), удовлетворяющее

условиям (9), (10), (12), (J.5), имеет вид

О) = А (elи: -1- e-k(Х-I)),

с = _ 1) (ш + 2А 1 --;lek1

') ,
Eok

2d

I ( 2112А ek1
- 1 )

<р = 8ok2 си -+ "dC' kL '

Е = {Е, О, О), Е = ~k (iX
- e-k(Х-l)) ,

Во

где

А = _]_ fndk3/фо (e-k1
_ 1)

2 dkl sh Jll - 2У)2 (1 - сп i/I)

При найденных со , с, ер, Е из уравнений (13), (14) ПОЛУЧl!М

(2J)= _ ~ (i'<:x _ 2 k/.-J_ ~k(l-X))
аrx 28 k~ е -. е ,

о

1 К _ [6О 1)~l - Bd _ A~ 3К - 2О (e2k>: _ 2l k / ,1
ау!) = О-u = Bok2 ЗК + 46 d со 2 1<

1_ -2k(:С-I)) _ !21]АО YJB + BIC e
k l

- I l
-. е d С kl'

При отсутствиидиффундируюшеговещества (с = О) распределение электри

ческих зарядов, электрического потенциала, напряженности электрического

ПОЛЯ, поверхностных зарядов и механических напряжений определя ется

рормулами (16), (18) - (2J), если в этих формулах положить

11 = О, k2 = ре, А = sоkЧDо и:" - 1)
~~ 2 sh kL е .

Для количественного исследования взаимосвязи механических, диффу

зионных и электромагннтных явлении в электропроводных тела х 1-1 растворах

чеобходимо найти количественную оценку коэффициентов С, d, ~l' р, ТI.

[(аl< известно, электроны образуют над металлом тонкий отрицательно за-
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ряженный слой [3,71. Непосредственио под поверхностью металла возникает

положительный заряд, который на расстоянии от поверхности, равном нес

кольким параметрам решетки, затухает практически до нуля, П-римем, что

в электропроводном теле (без растворенного вещества) объемный заряд

(1) уменьшается в е раз на расстоянии 1'0-9 м от поверхности слоя, а -Р- =
ео

1\,2= 1015 --2' Тогда, используя выражение (16), находим
ф·я

С::::::; 103 _1\._.
в· кг

dL
Коэффициентдиффузии D = _1_1 некоторых элементов в неферромаг

р

9 м2

нитных металлах достигает порядка 10- -- (например, водорода [6]).
сек

Принимая, что по-рядок величины Lllif на два - ПЯТЬ порядков ниже ве
личины коэффициента электропроводности л. (ионы в металлах переносят

ЛИШЬ неэначительную долю полного тока, создаваемого в основном электро-

нами ПРО80ДИМОСТИ), и полагая, что л = 6 . 107 -1-, Р = 9 . 103 к: ,
ом ' .и М"

107 К. d оо 103 106 дж21 = -, находим = - ::::::: - --,
кг LlI 1\,2

для оценки коэффициеитов ~ и tl введем в рассмотрение новые характе

ристики

В* = ( aq» I 11* = f дч> . (22)
дс Ф,t: дс о.е

И примем, что электрический потенциал Ф рассматриваемого элемента тела

определяется выражением

(23)

(26)

(27)

где qo - абсолютная величина заряда электрона. Wi D - фермневское пре

дельное значение энергии электрона при температуре абсолютного нуля,

которая оценивается формулой [2.51

W
l O

=~ I з (nl + n2) J'I. =.....!!:...-! Зm1N j2/,p% [1 _ (1 _ rn2Mt ) (с + СО) 1*/'·
21110 l Вл 2mо \ 8лМ, m1Mz

(24)

Здесь h - постоянная Планка, то - масса электрона, N - число Авогад-

N [ N
ро; nз. = m1р ~ 1 - (е + со)], '4 = m2р М2 (с + со) - плотность сво-

бодных электронов растворителя и растворенного вещества соответственно,

т1 • т«, М1 , М 2 - валентности н атомные веса растворителя и растворенного

вещества соответственно.

Используя соотношения (22), (3), находим

~ = - iC ~"', у) = ч" (~~oK + С.I + ~:K . (25)

Представляя плотность тела как р = Ро (l - е), где Ро - начальное

значение ПЛОТНОСТИ, е - объемная деформация, которая предполагается

малой по сравнению с единицей, и разлагая правую часть формулы (23) в

окрестности начального значения электрического потенциала

Ф = _ Зh 2
I Зт,N )21. '/'11 _ (1 - тzМl )' С 1'/'

о JOm q 8лМ ро т м "
а о 1 t'~~

В степенной ряд, в линейном приближении получаем

Фа
СР= --е5
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для ЧНСТО силовой деформации, и

1
(р = - 5 Фl + а) СФо

для деформации, вызванной диффузией. При ЭТОМ

A~' ФО * ФО (А. + )t-' = - -5-' 'Il = - -5- 1-'1 • а,

Подставляя выражения (29) в (25), находим

А. = фо рС 'YI = _ ФQ [R~л, ct (~2K + С '1]
!"' 5 К' '1 5 1-'1 Р I Р ) ,

(28)

(29)

(30)

где

mlM~ -m2М1
а = -----,-,~"---'~___:_=:----'--:-:--

m'М2 (1 - со) -1- Пl2.Мt

Из анализа экспериментальных данных [1, 8] следует, что коэффициент ~l

имеет порядок 10-2. Принимая, что для неферромагнитных электропровод.

ных материалов кР = 10-7 !Сг ,С = [03 _К_, Ф, = - 18, получаем
н .),/ в· кг

~;::;:;;:_ 10-4_1 .
в

Знак и величина коэффициента а, а следовательно, и 'У] зависят от вида

растворенного вещества и растворителя, а также от величины начального

1
равновесного значения концентрации Со. Принимая, что а = -2' получаем

'1') :::::::;- - 1ОЗ ..!5.... . Найденная оценка дает возможность количественно исследо
кг

вать взаимосвязь механических, диффуаионных и электромагнитных процес

сов в электропроводных твердых растворах.

а

-/

!i

кы:~::-:Гr*
\

/'\
\
l
\
I
I
I

Рис . 2.

оо*= --~-'-
Еok~Ф~

В зависимости от беэразмерной координаты х* = kx. Распределение кон
d

центрации с*= -ф с практически совпадает с 00*. Как ВНдНО НЗ графика,
,., о

Проведеиные численные нсслелования эффектов взаимосвязи с ИСПО.1Ь

зованием полученной оценки коэффициентов представлены на рис. 2 в виде

графиков. При вычислениях принималось G = 4 . 1010 ;з ' 1\- = 1ОН .; ,

р=9.103 ~, Bo = 9 . 10- 12 "!p-' , Фо=-Iв.l=О.lм, ~=_Io-c._l,
м м 8

R = 10-2 = _ ]03~ d = 105 .!!:...- С = lОЗ _К_.
1-'1 , tj кг ' кг , б • кг

Рисунок 2, а отражает распределение объемного заряда
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положительные электрические заряды и ионы растворенного вещества кон

uентрируются вблизи поверхности слоя и достигают максимума на границах

х = О, х = l, причем тах 00:::::::; 107 .м~ , тах с ~ 10-2.

Рисунок 2, б иллюстрирует распределение напряжений •
о"хх = --'--:--

(сплошные линии). Напряжения a~y.(
• 20

штриховые линии) и 0"//1/ = уи2
Еоk2фо

вычисленные с учетом влияния конценграции растворенного вещества, пред

ставлены кривыми 1, а без учета концентрации - кривыми 2. Соответствую-

шие нормальные напряжения а;х практически совпадают. Из графиков вил-
• *

по, что напряжения О'хх, О'Уll достигают максимума на поверхности слоя,

причем шах ахх ~ - 5 . 106 --;..-, тах G
iJ
!!~ - 2.5 . 106~ С учетом кон-

м М-

центрации и шах ау!! =2,5 . lOG ~ без учета концентрации.
м

Из анализа полученных решений следует, что приповерхностная

область электропроводного слоя с иассонзояярованиымв границами при

отсутствии внешних силовых, температурных и электромагнитных возлей

ствий представляет собой конденсатор, внешнюю обкладку которого обра

зуют электроны, а внутреннюю создают положительные ионы, что согла

суется с известными литер атурными данными [3,7]. При этом ион ы раство

ренного вещества концентрируются в приповерхностной области слоя.

Наличие растворенного вещества практически не вызывает изменения объем

ного заряда (о, но оказывает заметное влияние на распределение механиче

ских напряжений.
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ТЕРМОУПРУ ГО Е ееетояе И Е КУСОЧИо-одноРОДН О Й пл осн ОСТИ,

GCnАБЛЕННОЙ ПРОИ3ВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННОЙ ТРЕLЦИНОЙ

И. М. ЗаШКИПЫfЯif

Рассмотрим две спаянные ПОЛУПЛОСКОСТИ , одна из которых ослаблена тре

щиной Е, расположенной под углом В к лини и спая Г и не выходящей на нее.

Введем систему координат хОу с началом в точке пересечения линии Г и ли

нии, на которой расположена трещина, а ось Ох направим по Г. Обозначим

всю плоскость комплексного переменного г = Х + iy через S, область

у > О с трещиной через З, и область у < о через S2' В дальнейшем все вели

ЧИнЫ с индексом «1» будут относиться к плоскости с трещиной. а с индексом

«2» - к плоскости без трещины. Введем также систему координат рОИJ с

осью Ор, направленной по линии расположения трещины. В этой системе

координат комплексная координата запишется ~ = р + iw.
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