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8 СИСТЕМЕ СООСНЫХ ОРТОТРОnИЫХ ЦIlAlНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК,

ЗАПОЛНЕННЫХ ЖИДКОСТЬЮ

Р. А. Марчук

Задача о колебании системы, состоящей из соосных цилиндрических оболо

чек, заполненных ЖИДКОСТЬЮ, рассматривалась в работах [1, 2, 4, б ]. в дан

ной статье исследуется распространение осесимметричных волн в системе,

состоящей из двух бесконечны х цилиндрических оболочек с общей осью

симметрии, заполненных акустической жидкостью, причем жидкость, нз

ходящаяся между оболочками, по своим физическим характеристикам от

лична от жидкости, заполняющей оболочку меньшего радиуса. Движение

жидкости предполагается безвихревым, а прогибы оболочки и перемещения

частиц жидкости достаточно малы, чтобы рассматриваемую задачу можно

было решать в линейной постановке. Индексами «1», «2» обозначим величи

ны, относящиеся к внутренней и внешней оболочкам соответственно, индек

сом «3) - величины, характеризующие ЖИдкость внутри оболочки меньшего

радиуса, а индексом «4» - величины, характеризующие жидкость между

.оболочками.

Введем цилиндрическую систему координат (го, 80' Хо) , совместив по

лярную ОСЬ Ха С осью оболочек. Осесимметричное движение ортотропных

цилиндрических оболочек будем описывать уравнениями [3J, которые учи

тывают деформацию поперечного сдвига и силы инерции вращения. В без-

размерной системе координат Х= ~:; 6 = 80, г = ;:; t = ~1b уравнения

движения l(ИJlКIlДРИЧеских обоночек прнннмают ВИД Lб)

a2u j "ffl aWj д!а]
дх2 +а ----ах = (1} дi"! I

j

(j = 1, 2). (1)

При J= 1, ctt = (11 = 1, Zr = [p~ - pJr=1 енстека уравнений (t) описывает

. ~ -~~ --- . 2 R~ ~ Z
движение внутреннеи оооаочкя, а яря J = , a:t = Т' (12 = ~ , 2 =

1 с2

= (РJr=«. - внешней. Здесь введены следующие обозначения:
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(2)

R1, R" - радиусы оболочек (R1 < Rz), Щ, Wj - безразмерные касательные
я нормальные перемещения срединной поверхности оболочек, OTHeceHHЫ~

к радиусу R1 • 'У~Л - угол поворота нормали, С1 , С2 - скорости распростра

нения продольных волн в соответствующих оболочках, т - время, ЕУ),

E~п, vV~, v~) - соответственно модули Юнга и коэффициенты Пуассона для

ортотропного материала, 2h, - толщина оболочки, k;, ф~ - КОЭффициен
ты и модули сдвига материала оболочки, Ps, Р4., Р. - безразмерные избыточ

ные давления соответствующих жидкостей.

Величины Рд' Р4' Р4 определяются по следующим формулам [6]:

[Рn]Г=( = -{)n [д~" ] (n = 3, 4).
r=l

[Р4.}r=Q';. = - ь; I д;41 '
r=a1

где 8n = ~, бо =!!.L, Pl' Р']. - плотность материала оболочек; Рз, Р4 - плот-
Р1 Р2

КОСТИ соответствующих жидкостей: fPз, {Р4 - безразмерные потенциалы скорос-

тей, описывающие лвижение этих жидкостей .

Функции ({Iз, СР4 являются решением таких задач:

д2ср" I 1 д<рn + д2срn _ ( д~СРtt
~T-,-~ дх2 --2 ~>

М"

[
дд<Рn I = daW

1 (n = 3, 4),
r г=1 {

[
д'l'л I - OW2
дг Г=Cf-t - д! •

Здесь lJ.n = ~, С'! - скорость звука в жидкости.
С I

Рассматривая синусоидальные волны, получаем

ju, w, "(х' <р! = IU, W, Г. ФI ехрr{(~Х--С1)t)],

(3)

(4)

(~i > О),

"де и, w, Г. Ф - безразмерные амплитуды волн, ~ - безразмерное вол

новое число; ш - безразмерная круговая частота .

С учетом соотношений (4) и условий ограниченности скоростей на оси

цилиндра решением задач (::3) являются следующие выражения:

I о (~BlГ) дW1
<р - -

а - ~~I/I (~~t) д!

(5)
Jo (~~lr) aW1 А2 О

q>з = - ~l'>lJI (~Bl) ---ж- (,.,1 < ),

<Р4 = {[/o(~~2Г) К1 (~B2CLz) + к; (~~2Г) 11 (~~2a'Z)] a~l --, [10 (~~2Г) К1 ('~2) +

+ КО (~~2Г) 11 (~~2)) д~2 } ~~z [f (~~2) К1 ('~2O:2/- К1 (~~2) 11 ('~2O:2)1 (~~ > О),
I - - - - дш - - (6)

СР4 = , [ У(1 (~B2Г) J1 (~~2a;2) - Jо (~~2Г) У1 (~~2a2)] дf + [] о (~~2Г) У1(~2)-

- УО (~~г) J 1(~~2)] д;~ }~~2 [J
1
(~~2) У1 (l;~2aJl_ Y1 (~~2) J} (~~p.2)] (~~ < О).

Здесь

2 ())2 - ...;----;
~ f = 1 - ---,:;-т , ~i = i~1, i = v - 1, j = 1, 2";

'" fL j

J тег), lm (г) - функции Бесселя первого рода, Уm (г), Кт (г) - функпив

Бесселя второго рода действительного и мнимого аргументов.
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Учитывая соотиошеиия (2), (4) - (6), из системы уравнений (1) полу

чаем трансцендентное уравнение, связывающее безразмерные фазовую ско

рость V И круговую частоту 00:

М {со'}, - 1)!1. Cl.)2V2~ (о2 + 'r\~0)2 _ 'r\;ro2V2) [(V2 -_ 1) ( k~ ro2_
~1 ~1

...--. V2
(r)2 - V2oo2q1 - V2oo2q2+ V2m1) + V2rnxvШvИ)]}+

{

k~2
4- N (1 - v2

) (изоЗ
-- 1)_1_2 а2ю4~ + (v 2

-- 1) (CJzv2-1) [v2 +
1]1112

[ ~ ]~+ 11iw2 (1- о)] -1 002 - V z(ю2 + oo 2Q l + ro 2q'}, _ mJ _2 a2oo203~
1]1 ~2

...... (о2
- 1) (a2,v2

-- 1) Iv2 + 1);ro2 (1- ( 2)! lv2 + '1'\;002 (1- CJ2V2)J Qзqljа2(J2оо·vlJ +
+ (v 2

- 1) [v2 + 112002 (1 - CJ2 (
2)!~m2V~~V~)Ct)2vlj-

CtZ"11

I [~-... - (VZ~ 1) [02 + 'I17ro2 (1 - 'а2)] Iv2 + '112002 (1- CJzv2) ] _1 002.....--
аз 1]1

- v2 (ro2 + Ct)2q1 + (jj2q'J. - m1) ] m2v~~v~~v2 +

4- (а 2 v2
- 1) [о2 + 11;cu2 (1 - v2)J ~: Ctzm1v\~v&I/(I,)2VIJ -..

- ~2 [v2 + чi(j)2(l-v'1.) 1 [v 2 + 'I12 cu2 (1 - O"ZV
2
) ] ~m1vШv~~v~ll)v~~vlJj = О, (7)

где обозначено:

0$ J о (~~1) А') О)ql=---- (,..,i< ,
~~lk1 J I (~~1)

q2 = ;4 [/0 (~~2) к, (a2~~2) + Ко (~~2) 11 (a2~~2)] sign (а2 - 1) (~~> О),
1

04 - - - -. 2
q2 = ----ьk [УО (~~2) J1(a2~~2) - J1(~~2) У1(a2~~2)J $Ign (а2 - 1) (~2 < О),

1

qз = - ~~ [/0 (~~2) K1 (~~2) + Ко ('~2) 1] (~2)] (~~ > О),

qз= ;~l [JО(~~2)Уl(~~2)-УО([~2)Jl(~~2)] (~~<O),

ч, = :: [lu (a2~~~) К1 (a2~~Z) + K()'(a2~~2) 11 (a2~~2)] ф~> О),
'2

q4 = b~ [УО(а2~~2)J1(а'2~~2)-JО(а2'~2) Yl(a2~~2)] (~~<O),
2

q5 = a~2 [1о (a2~~2) К1 (~~z) + Ко (a2~~2) 11 (~~2)] (~~ > О),

q5 = b~ [УО (ctZФ2) J} (~~2) - з, (a2~~2) У1 (~~2)] (~~ < О),
2

а = ~B2 [K1('В2) 11 (a2'~2) -/1 (~~2) К1 (a2~~2)]'



(8)

~,----

------------
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з

v

ь = ~~2 IУ1 ('~2) J1 (Ct2ф'Z ) - J1(~~2) У] (Ct2Ф2) / '

М = (cr2v
2

- 1) (v 2 + tl2 m2- "r'};0"2V2CJ)2)[ a~:~ (i)2_ v2 (CtzO"(U2+ CtzО"ю'l.qь _ :: )],

N - «трассер».

Полагая М = 1, N = О, из соотношения (7) получаем дисперсионное

уравнение

(v~ - 1) ...1 u}~V2 '- (02 + 11 iU)2 '- "li(1)202) [(0 2---. 1) (-.1 (i'? -
~T ~1

~ V 2(i)2 - V 2(j) 2Q1 _ V 2fj)2
Q2 + о2m1) + v2ml'V~~'V~I/] = О,

\ V i
\ I
\ \
\ I
1 I

\ i
\

г2

Рис . 2.

Iо!
Рис. 1.

o'--------- L-------''---------'

которое описывает колебания цилиндрическойоболочки в ЖИДкости в СЛj'

чае, когда внешняя оболочка является абсолютно жесткой. При ql = О

нз уравнения (8) получим результат работы [6].
для основного (нулевого) типа колебаний в случае коротких волн

(со ~ (0) уравнение (7) упрощается к виду

V /-Li-02V ~~-v2(l "-о2)2(1 "-а2(2)2( ~: "-a~02)(~.: _О2) =0. (~)
Обозначим меньшую из величин /kl' ~ через р... Если одна из величин

..~ , v kz будет меньше !J.., то нз уравнения (9) следует, что асимптотой
r '1.I O"ZY)2

для нулевого типа колебаний будет служить одна из прямых tJ = ~ или
) "Ъ

'l) = ~" либо обе, когда ~~ и 11k~ будут меньше J.1 одновременно.
0'21Ъ у 1)1 O"~,.,"

Если ~l И ..~ больше р" 1'0 асимптотой для нулевого типа колебаний
l' 1'11 r 'Ч 2

будет прямая v = ~.

На рис . 1,2 приведсны дисперсионные кривые, когда обе обо.2ЮЧКИ ЯВ

ляются либо изотропными(т = 1, '\112 = '\11.). = 'v = 0,3, Е = 201.3 (1 + '\1)),
либо ортотропными (т = 0,5; '\112 = 0,3, VZl = 0,15, Е1 = 4О01 з) ·
Расчеты проводилнсь на ЭВМ Цv\инск-32» при таких общих параметрах ДЛЯ

оболочек и жидкостей: а2 = 2; 0"'2 = 1,

РЗ Р4 _ Р4 _ 1
P;=~-~-7";8'
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Сплошные линии на рис. 1 отвечают случаю, когда жидкость находится

между изотропными оболочками и внутри меньшей оболочки, причем ско

рости звука в жидкостях одинаковы (f.tl = Р-2 = J.L = 0,5). В рассматривае
мом диапазоне частот наблюдается два нулевых (кривые 1, 2) и два первых

(кривые 3, 4) типа колебаний, фазовые скорости которых всегда меньше еди

н ицы, Кривые последующих типов колебаний располагаются также попарно,

причем с увеличением частоты соответствующие пары дисперсионных кривых

сближаются между собой. Скорости распространения волн для нулевых ти

пов колебаний с ростом частоты совпадают. Как и в случае одной изотроп

ной оболочки [6, 7], скорость распространения волн нулевого типа нигде

не превышает величины 1J., а скорости волн остальных типов кривых не ста

новятся меньше 1J., т. е . прямая v = р. служит асимптотой для всех диспер

сионных кривых .

Штриховые линии на рис. 1 соответствуют решению задачи для случая,

когда жидкость находится только между изотропными оболочками. В отли

чие от предыдущего здесь имеем только один нулевой (кривая 1) тип колеба

ний, а поведения дисперсионных кривых первого типа колебаний качественно

отличаются между собой. Таким образом, наличие жидкости внутри меньшей

оболочки значительно влияет на волновые колебания системы.

Штрихпунктирнымн линиями указаны дисперсионные кривые для слу

чая, когда материал оболочек обладает ортотропными свойствами; жидкость

находится только между оболочками. В рассматриваемом диапазоне частот

ортотропия материала оболочек значительно влияет на величины фазовых

скоростей, причем на поведения дисперсионных кривых нулевого ти па коле-

баний существенно влияет отношение аЕ 1 , а к р ивых высших типов колеса -
1Э

ний - величина m= :2. для нулевого типа колебаний ортотропны х оболо
1

чек, как следует из уравнения (9) и рис. 1, асимптотой является прямая
_ k .v-

!! "ii
Сплошными линия ми на рис. 2 показаны лиспер с ионные кривые Для

изотропных оболочек в случае, когда скорости прохождения звука в

жидкостях различны (1-1-1 = 0,8, 1J.2 = 0,5), а штриховыми - когда скорости

одинаковы (1J.l = ,lL2 = 0,5). Как следует из этого р исунка, различие СВОЙСТВ

жидкостей на нулевые и первые типы колебаний влияет только при низких

частотах. для последующих типов колебаний качественное различие пове

дения кривых наблюдается при фазовых скоростях, близких к 1-1-1 = 0,8.
Таким образом, наличие жидкости, которая занимает пространство

внутри и между оболочками, различие в акустических свойствах жидкостей,

анизотропия материала оболочек существенно влияют на величины фазовых

скоростей и типы колебаний системы.
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