
Результаты вычислений, полученные на ЭВМ «Мннск-32», представле

ны на р не. }-4. На р ис. 1, 2 показа н а зав неимость величи НЫ посадк и el11;n

ОТ точк И пр иложения силы для эллиггт ического и КВадратного отверстий.

Кр ивые 1, 2. 3 на рис. Г, 3 соответствуют значениям о = 0,25; 0,20; 0,05,
I

а кривые 1J 2 на рис. 2 - значением т = + 3' На рис. 3, 4 изображены

графики кольцевых напр яжений И6 вдоль конт ура отверстия пластинки.
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РЕШЕНИЕ ОБОБЩН1НОЙ ВЗАИМОСВЯЗАННОЙ

ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОУП~УГОСТИ

дЛЯ ПРОСТРАНСТВА С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТЬЮ

Ф. В. Семерас<, О. И. Бврисенио

Расс-эогр Н ; . : бесконечиое термоупр угое пространство С цилиндрической по

лост ью. П гст ь Г, ер, г - цилиндр нческие координаты с началом на оси

цил инл р и чес к о й полости и осью z, совпадающей с ней.

Д:: я определения несл ационарного обобшеиного температурного поля
имеем ур а в нение теплопроводности [З}, которое в цилиндрических коор

лин атах ю-!еет ВИД

дЧ I I дТ 1 д ( дТ ) д ( д)--- - ----- Т+- .. - -1'1- ЕkЛ+О -.-8н = О
ог 2 , r дг Q 81: r a'l: , '! дх r д. ' (1)

да u
Где t') = уТJЛt , l' = (ЗА + 2/-t) а/. tl<1<;;--' д( +- -,- . Л,!' (х - козффициенты

теплопроводности и темперагуролроводноств, /.." М. - постоянные Ляме,

Ct., - температуриый коэффицие пт линейного paClJ1HpeHH51, 1".. - время

р ела к са ц 1111 теплового потока J Те - темпер атура тела в иен ап р яженном

сосг с янни. Уравнение движения в данном случае имеет вид

где

д~и I J ди. а 1 д21l дТ-- ----------- - m--
д,~ I , д, ,2 cZ д,&,2 - д,'

J

т = у/(л + 2р), сТ = (л. + 2J-L)jp.

(2)

Применяя преобразование Лапласа по т к (1) и (2), используя при этом

начальные ~'СЛОВИЯ

дТ да
т ({, О) =- и (1", О) = ~ = ----ат = о при т = О, (3)

получаем систему уравнений

dZT- + _1 dT __"/ [т _ п. (dи + i-i] = о
м2 , dr S а" I '

52

(4)



d!u 1 dU (,) 1 ) - dT
d,2 + -,- (jJ - ч« + га и = т CiГ '

(5)

распро-скорость
2 $2 S S Va'

гпе п = уТс/ре, 'Vs = --г + {г' qs = с' Cq = 1:
CQ 1 r

странения те-пла, р - плотность, с - удельная теплоемкость г

Исключая f в уравнениях (4), получаем

[V4
- (CIS + y~ - xy~) V2 + cГs"~1 u= О,

где х = тп. Разлагая корни ~ и Л2 характеристического уравне-ния

л~ - (cfs + y~ - )(1';) л2 + q~y~ = о (6)

в ряд по обратным степеням параметра s и учитывая малость величины 'К,

получаем для корней следующие выражения:

[
X)'~ Jл.1 ~ qs 1+ 2 tfs) ,

2 (y~-

1.,=1', rJ+ 2(r,~.t,)]·
Учитывая, что Ulr~"", =1== 00, решевне уравнения (5) нщем в виде

(9)

(8)

(1Р)

и = АК1 (лlг) + ВК1 (~г).
Выражение для температуры имеет вид

- ] [ rГS - л~ q; - ~ J
т = т А 1.1 Ко (/...1') + В ~ Ко о-п ,

где Ко (z), К1 (г) - функции Макдональда.

Пусть R - радиус цилиндрической полости. Граничные условия на

свободной от напряжения поверхности полоети берем в виде

т = ToS+ (т), 0"" = О при r = R.
где S+ (1:) - асимметричная единичная функция.

Приманим преобразование Лапласа по .. к условиям (10) н в результате

получим

т= То/5 , а" = о при r = я. (11)
Подставляя выражения (8), (9) в (11), записываем систему уравнений

[ ~: Ко (л1R) + С*К1 (Л1R)] А + [~: Ко (лtR) -+ С*К 1 (Л2~] В = О; (12)

(~ -л.1) Ко (л1R) А +(~ -л.2) Ко O~2R) В = т:о ,

(13)

(14)А = v2R тУо -"--_....:...-__----:- _
1t S

где с* = 2cg
R •

Используя асимптотическое разложение [1)
J

Ко(г)::::::!.К1(г) ~( ~)2 ехр(-г),
из системы (12) определяем неизвестные А и В:

( ~: + с*) УЛ1 ехр P'lR)

52 1.1 - А.zl(Л1 + л.J _,;.:] _ с* (~_~ t

1.lл.z ci



(17)

(16)

(15)

в ~ _ -v 2Я mТ, (f+".) ]fi:; ..p (л,Я) •

n s S2 ~~2l (Л1 + лJ - ~ J- с* (~ - А2)

Подставляя значения величин А и В (14) в формулы (В), (9) и учитывая

(13), получаем выражения изображений температурного поля и перемещения:

(( + с*) (tfs - Аl) Л2 ехр {- "'-t (! - R)} -

т = V я -.I.... - (f, + ".) (,;, - 1.1)1·, охр (~ 1., (, - Я) J

r в (л,.-)'2){S2l(Лl+~)- ~ I-С"Л1~} ,
(~: + с'" ) 1.1х, ехр {- /"1 (! - R)} -

- (~21 + с*) 1.,1"-2 ехр {- "-2 <' - R)}u= - vR mТ() ---"'....:...-----------

r s (Л:t - )..2) {s~ I(1"1 + 11.2) - ;; !- С*Л1Л2}

Используя выр ажения (15), (16) и соотношения [2J

а.; = (л + 21J-) ада + л..-!:.. - "(Т,, r

'1 ди и
СУср<р =,.. дГ + (л, + 211) -, - уТ,

записываем выражения для нестационарного обобщенного температурного

поля и динамических температурных напряжении:

е ~ -v :<v (р - Р) (J ~, :; :::; ехр (s. (f - t)JНехр [ 2~' (р - Р)] +

Ао Р ~rt1 ( х) 11 [и (х, Р. Р)] Js А+ 4М4 (р -) J ехр - 2М2 V (х, р, Р) dx - [G - '1- о Х
А,(р-Р) -

r, I 12

Х (р - Р)] Sехр (- ~z \ F (11. ~) dl;,d~ - J~ Ф,S (sn) ехр [sn (j - ~)] х
о о 11=1 q.r 1 (5л )

5

Х ~ ехр [- 2~2 (~- Ч)] 10 [v (~- '11. Р, Р)] S-l(~ - 'f1) - А1 (р - Р)] Х
о

Х Jехр (- ~2 )F (11, ~) ~dЧd5] + ехр [- 2~M~~~2] ({f :~ (s.) х
о о 11=1 l (sn)

I 12

Х ехр [Sf1 (j - ;)] ехр [q (~. р, Р)] 10 [w (s, р, рн dS + r~ Ф~ (Sn) ехр [Sn (j-
~ n=1 'V I (Sn)

~

- s)]Jехр [- 2~2 (s - rU - q (11, р, Р)] 'о [ 2~2 (s- t1)] х
о

х J, [w ('1. р, Р)] d>]d!;}> ;
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. f t

о, = V (р - Р) () Н; ({, 1;)нехр [ - 2~ (р - Р)] + 4~' (р - Р) Х

Х т охр (- 2~') 1~o(~, :: :/1 dX] з., [,- ~ - А, (р - Р») х
(Р-Р!А•

." 1 i

Х i ех р (- ~2) F (1] . ~ ) d'dТl~ - .\ H~ ([ , ~) iехр [- 2~2 (~- '11)] х
u о о

."

Х 10 [v (~ - "1. р . Р) I з., H~·- 11) - А о ( р - Р) ! .\' ех р ( - ~'2 ) F (1"] , ~) х
о

1\ l х. (р - Р) j J {' н' f '. ( Р
х d~d1"]dS r -+ ехр - 2 (А'Р _ 1)2 1~ .}(, ~) ех р lq ~ , р, )] х

I ~

Х Jolw (s, р, Р) ] tЦ, + j Н( и, ~) Sех р [- 2~ 2 а; - '1') - q (1], р , Р)1х
О о

Х 10 [ 2 ~2 (~ - 1"]) ] з, Iш (Т\ , р, Р) ] dY)~ I,

(р - Р) ((2 + х) М2 - 2] %
где w (х , р, Р) = - 4 (М 2 + 1)2 [(2 _ х ) М2 _ 21 q ( х, Р, Р) ;

= ~

" (- I)k [МХ 1 k ~ .
V (р :- Р) = l..J k! (М 2 - 1 р (р - Р) 4M~ (1\.12 - 1)2 '

1<= 0

I
1 :3 2 2" 1 [М2 (2 - х) - 2] М .

v(x, р, Р)= 2М2 [х - Ао(р-Р)] ,1- 0 = 2(Л1Z - 1) ,

F (1], ~) = l F l [ -} + 1, 2, - Лt/2 ~ J (11 - ~ ) J ) Р1 [ -} + 1, 2,

! ~ ]
- M~ (М2 - l ) \: ;

) [ (2 + /.)М2 - 2 ] •
q (х, р, Р) = М2- l х- :2 (л,р _ 1) (р - Р) ,

. . НГ А ' J" В + Сl = r I ер, j = j J . -L" / ; j;
1. I "-)..t

Hr = л.~2)..t Aj+ B;+ С/;
12

А; = V р 2.: ~~ (sn) ехр [sn (f - s»);
р n= 1 Ч I (sn)

10

В/ = V р ~ \~: (sn) ехр IS
I1

(f - ~H;
р n=1 12 (sn)



12

Х ехр [Sn (j-~)1 + 11 ; ~ ФЗ (5п) ехр (Sn (f - ~)1:
n=1 '1'; (sn)

_IЗ _11

тз = '). V...f. ~ Fз (5п) ехр 15 (j- t)] + 1 f .!.....~ Gз (sn) Х
л + 2~ р ~l Ч'~ (sn) п ~ V р ~] ч!~ (5n)

_ JZ

Х ехр [5n (f - ~)] + 11!!- ~ Ф~ (5n
) ехр [s" (f - f)];

о n=] ч' l (5n )

\y!S) = s'F1 (s); ЧГ4 (s) = S\Y2. (5);

'F t (S) = M 2s (5 + М-1 ЧJ1- cp~; чг '}. (5) = М2 (5+ M-Z) sgi - g~;

> Ф, (5) = М (5+ м-
2

) (ФЬ<Р2 - <rэсрJ; Ф?, (5) = <rЗСР2 - (M'l.s + 1) СРб<rl;

Фа (s) = - Ms (5 + м-
2
) СРIФ4,; Ф4 (5) = - СР2СР4;

Р1 (5) = М (s + M-Z
) [f2CP? - flCPlJ; F2 (s) = flQ)2 - (M2S + 1) {2СРl:

Fз (5) = М ($+ м-
2
) [sfзерl - f4CP2]; Р4 (5) = (М25 + 1) f4-ep1 - fзер2 ;

О1 (5) = (s+ М-
2
) [g5g2 - М5g1gз] : О2 (5) = gзg2 - (5+ м-

2
) glg5;

Gз (s) = - (5 + М-
2
) g4g2; О4 (5) = М (5 + М-

2
) g~l;

ер! = {[а2 (s + м-
2
) - s- ао] [(5+ ао) (s - 2аз) + Q2S (s +

+ м-
2
) ] (5 + М-

2
) + [аз (5 + М-

2
) + S + ао1 {5(s+ м-

2
) ls+ ао

- а2 (5 + м-
2
) ] - 2аз (5 + ао) ((1 - а4) в - м-2н } (5+ ао);

(J'2 = М? (s + м-
2
) (s+ ао) [а? (5 + M-Z

) + s + аа] {s (s + М-1 [5 + ао

- Q'J (5 + м-2) ] - 2аз (5 + ао) [(1 - а4) 5 - М2]} + S [а? (s + м-
2
) +

+ s + ао ] [(5 + ао) (s - 2аз) -1- ~S (5 + м-
2
) ] (5 + М-2) (s + ао);

СРа = h1h2 ; Ч'4 = hзh2 : fPo = QIQ gh2;

11 = hJh4; {'). = аlClзh4 ; 1з = ~ (5 + Cls) ($ + м-
2
) Iza;

f4 = (s+ ао) ($ + аа) a,Mp-lhз ; gl = (5+ ааг
l

CPl;

g2 = (s + аОГ] <Р2; gз = p-IQ, (5 + М-1 ht ;

g4 = p-IQб (s + Qs) hз ; gб = 2р-
1Ма

за7 (2 - х) (s + M-Z
) ;

h1 = S2 + SQo + 4QзQ5: h?, = f(s + ао)2"+ ag (5 + а6)2] (5 + м-\

hз = 52 + s (ао + й.за7) + 2а,ао;

п, = [a,s (s + й6) + р-l (s + ао)] (s + й6) (s + М-2) й7;

1 1
ао = М2 _ 1 ; аl = М (2 - х) ао; а2 = """2 М2.хао ;

5 %4. I
а.з = р; а4 = 4АР ; 05 = ""2М [(2 - х) М

2
- 2} ао;

M=~;e=TT.
Cq о
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ДИНАМИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ

В ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОИ ПЛАСТИНКЕ
С КОЛЬЦОМ РАВНЫХ круговых ОТВЕРСТИЙ

Р. Н. Швец, С. В. Грнцаit

Рассмотрим усгановившиеся изгибные колебания бесконечной трансвер

сально-изотропной пластинки толщины 2h с кольцом равных круговых от

верстий, центры которых периодически размещены по окружности радиуса

Ь (см. рисунок). В центре каЖдОГО отверстия!/к л" ,+ "1
поместим полюс полярнои системы коорди-

нат (rk , 6k ) (k = О, 1, .... т - 1). Гранич
ные условия на контурах Lk будем считать

циклически симметричными [2].
Задача состоит в отыскании в области

S, занимаемой пластинкой, решений урав

нений движения (1)

(
1 a'l.) (- 1 д2;)б--- flw---- +
с'l дг2 ~ д'\;2

1 3

_З_д2 ; _ 3(1-\1) Р
+ h2c2 до2 - 2hЗG '

1

(
2 1 д2 )~cp - k + ~ д't\! q> = О. (1)

которые учитывают поперечные СДВИГОБые деформации и инерцию вращения,

когда на контурах (rk = R) Lk заданы условия

(2)

1 д2

А.1 = Д - --2 ~~.
С1

няя нагрузка, Е, G - модули Юнга и сдвига в плоскости пластинки, С, 
модуль сдвига в направлении, перпендикулярном к плоскости пластинки,

fl - двумерный оператор Лапласа, k' - коэффициент сдвига, \1 - коэффи

циент Пуассона, р - плотность, 000 - круговая частота, т - время.

Моменты и перерезывающие усилия в рассматриваемой пластинке опре

деляются формулами

'2 Е 2 G 2 го, 2 2 Eh'l.
Здесь С} = Р (1 _ \12) t С2 = р' СЗ = -р-' k = 8 (1- ") , е = 3k' (1- "~) 02. •

~ -
w = w - ед]w - прогиб. q> - функция сдвига, Р - внеш-

(k) [ д2ш '" (1 d2
q> J д<р) ]М, = ~ D (1-\1)--2 + 'V~w >- (1-\') - д .де ---2 -до. t

drk 'k гя k 'k vk
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