
МАГifИТQУПРУГИЕ ВОЛНЫ И ДЖОУЛЕВD ТЕПЛО

В ЭЛЕКТРОПРОВОДНОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ СИЛОВОМ НАГРУЖЕНИИ

НА ПОВЕРХНОСТИ

В. Ф. Кондрат

для использования явлений магнитсупругости при обработке материалов

[1 JJ В дефектоскопии [7] и других областях необходимо исследование меха

нических, электромагнитных и тепловых полей, возникающих в электро

проводных упругих телах в магнитном поле под влиянием силовых,

электромагнитных и других внешних воздействий. В работах [2, 9, 11] ре

шались задачи магиитоупругости для пояубесконечного электропроводного

тела при равномерно распределенном силовом нагружении на его поверх

ности. Целью настояшей работы является решение плоской задачи магииго

упругости и определение джоулева тепла для полубесконечного электро

проводного упругого тела в поперечном магнитном поле в случае простр анст

БСННО периодического гармонического во времени силового нагружения,

заданного на его поверхности.

Пусть на границе у = о полубесконечного упругого электропроводного

изотропного тела, занимающего полупространство у > О, граничащего с ва

куумом и помешенного '8 однородное магнитное поле с з-сосгавляющей ИН-

дукции Во задано силовое нагружение с у-составляющеи f1 {х} е'ф/ И х-состав

ляющей t2 (х) elO"Jt, где (j) - циклическая частота.

При решении поставленной задачи исходим из системы линеаривованпых

уравнений магнитоупругости Б пренебр~ении токами смещения в теле

[5], которая в нашем случае записывается в виде

..... 2- ? 2 - 1 ..........
о-(i)2и = СfдU + (Ci- Cf) grad div и +- и, во},

р

..... ....
rotE = - irob,

--+ 4 -....,..

j = (J (Е + и» [и, во]);

(1)

~ ~ -+ ~

div Ь = О; div Е = О, div Ьо = О, div Ео = О,
..... .....

где и = Си", Yg , О) - вектор перемещения, Е - напряжение электрическо-
.....

го поля в среде, В = (О, О, Ь) - индукция возмущенного магнитного поля
~ ~ .....

в среде, а Ео , Ь О = (О, О, Ь о) - эти же величины в вакууме, j - плотность

тока, (J - электропроводность, "" - магнитная проииuаемость среды, Р'О 
И е о - магнитная и диэлектрическая проницаемости вакуума, СI и Ct - ско

рости продольной и поперечной звуковых БОЛН, Р - плотность среды.

Для неферромагнитных тел (,u ::::::;: ,u.o) теизоры напряжений Максвелла

в теле и вакууме практически равяы на границе у = о и граничные условии
~

для вектора u и электродинамических величин на этой поверхности записы-

ваются в Биде

а!ш = fl (х) е/СМ, IJ"1I = /2 (х) е'", Ь = Ьо , -1- ддЬ ...--
crJ.Lo !J

. в 1 дЬо
- 16) оиу = . д'

lOO8oJ.Lo н

где (Jlk = 2()c7eik + р (~- 2с7) еuб1k - составляющие
теле, elk - составляющие тензора деформаций.

Представляя вектор перемещения в виде
~ ~

u == grad <р + гот (феJ,

(2)

тензора напряжений в

(3)



-+
:-'::2 ez - орт по оси г, из системы (1) получаем систему уравнений

д1Р + Q1'Ф = о,

дср + O~cp = ; Ь,
С/ РР'о

2 v- 1дЬ -Х2Ql (1 + S2) Ь = - X2sc/ p~o QlCP,

дЬо + CJ)2eo~bfJ = О. (4)

со (r) -'l B~ 2 • (i)(JlJ.o
где аl = -, QI = -. ~- = ------:2' Х = 1 --2-' Решая эти уравнения ме-

С, С/ PlloCl Qj

толом интегральногопреобраэованияФурье и используя выражения (2) и (3),
::.1Я трансформант Фурье величин Их. и//' Ь И Ь О получаем следующие выра

жения:

2
и.: (~, у, () = 1'-1 ~ [(- 1)m+ji~/QmD~Flе-uЛз-т - АаАmРme-УЛаj e'1J>/, (5)

j,m=l

- t1: t) = г-1 ~ [(-1)",+1 tj-la о: F·e-уАЗ-тА _ _;t 11 F е-ил,] Jrot
иу ~':>. у, ~ ~ т т , З-т ~<"пт т е.

i.m=J

b(~, У. () = г- I .± (_I)m+i~m-IDfпFге-gЛз-т+l(j)/.
i.m=1

ЬО Н;, у, f) = г-! ±(~l)т+i~i-IDfпF/IЛ.+I&.
1.m.=1

Здесь

т = 1,2,

2

А1 = 2фйВ" ~ ('- I)т I . л~ л.п,Q'З-т + Л1Л2 am] t
"'""'-J tФеоlJ.о <J}J.o

m=!

А 2 = roВ о ±(-- l)m {alQ2'X?BoA~ (~2 - ~-т) (a~)-I+ (2~2~2 - O~) х
т=1

Х lQmЛm (~2 - A~_m) (a!10o~)-1 + iU:o~o «: l} ,

(6)

(7)

(8)

(9)

(1О)

Оl)

-р _ {! (G)
~ -2 •

РС{

гпе f1 (~) И 12 (;) ........ Фурье-трансформанты распределений нагружений f1 (х)

И {"" (х), ~ = ~,
Cl

A j = V ~2 ~ Q~ (1 + a/X2Q~Bo) , j = 1, 2.

лэ = V~2 -Q;, ~ = V~2 ~6>28oj.1u ,

(12)

(13)



(16)

(14)

j = 1, 2,

причем величины A1 - Л4 удовлетворяют условиям

ReA(~.O, j= 1,2, З, 4,

Ql И а2 определяются как решения уравнения

я л, 1+ X
g

(1 + S2) + 1 О
а I ",9. ~J"':":":'""" а 4 2 = .

'Xhl;Jscj у p!-t() . X?QlPJ.Loc l

Пусть 11 (х) И 12 (х) - периодические ФУНКЦИИ периодов ~ и ~, удовле
творяющие УСЛОВИЯМ разложения в РЯД Фурье. Тогда -

+00 / tps х I nn
'/ (х) = ~ Сnе n, Рn = ----,;;- ,

n=-<x>
где

п = О) + 1) + 2, •••

(17)1= 1, 2.

Фурье (16), получаем

+~ I I
~ C/jO (~- РII)'

11=-<>0

11 (~) = 2n

+1...
I _ I [' -tР~х

СП - 2).,/ j f/(x)e ах,

-"'i
Произведя прео6разования

Подставляя это выражение в (5) - (8). ПРОИ380ДИМ обратные преобраэова

ния Фурье и получаем решение задачи в виде бесконечных функциональных

рядов. Приведем это решение для случая гармонического во времени нагру

жения, распределение которого по оси х задано по закону /1 (х) = 10 cos ех,
2."t12 (х) = О, г = Т, л. - пространствениый период нагруження.

Выражение (16) теперь запишется в Биде

11 (х) = '~ (iT X + e-lТХ) , (18)

а выражение (17) -
71 Ш = nfo [о (г -'~) + 8 (г +;)}. (19)

Для величин их. Иu ' Ь и Ьо получаем

их (х, у, ') = R.e {Г- I [г ±(_. 1)'71-1 аmD~е-УЛз-m +
=1

+ iАзА tе-IIА, ] РО sin гх/т/} , (20)

Иу (х, у, ') = RеIг- 1 [± (_l)m-I аmD~_tnеУ-Лз-rn+
t /11=]

+ iгА1е-УЛ 'JFocosrxi fD t
} , (21)

Ь (х, у, ') = R.e [Г- 1 '1I~] (~ 1)m-l D~Fo cos гхе-UАз-m+ll1Jt] , (22)

ь, (х, У, t) = R,e [г-! ±(,-1 )m-l D~Fo соз rXeY~+I(j)tJ ' (23)
=[

F 10
где o=~'

рет

Усредненная по времени плотность мощности джоулева тепла опре

деляется согласно работе [61:
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где j = -rot Ь, а звездочкой обозначено комплексное сопряжение. Исполь
/-А.

зуя формулы (24) и (22), для q получаем выражение

q (г, у) = 2~Бг J2 {± [1 D~ 12 (1 Аз-т /2 cos2ГХ + ,2 sin2гх) e-у2RеАз-mI -
О').!о m=l

- 2 Re lDID1& (~Л~ сов" гх + ,2 sin2 гх) еlI П1(Л '-Л,)У J e-УRе<л,+Л1 ) } • (25)

Волновые процессы, как видно из выражений (20) - (23), представлены
электромагнитной волной в вакууме и тремя волнами в среде - двумя. ко

торые назовем, как в работе [4 J, модифицированной упругой волной сжатия

Rells!J?tiReI12/Qt
,f,
J

п модифицированной электромагнитной волной, и сдвигсвой волной, рас-
со (1)

врострвпяюшимися в глубь среды со скоростями Vl = -1А' v2 = -\Л и
m 1 m .~

(l)

t1з = 1т Аэ соответственно. МодИфицированные волны состоят из механиче-

ской и электромагнитной компонент. Таким образом, поле перемещений

представлено суперпозицией трех волн - механических компонент модифи

цированных упругой волны сжатия и электромагнитной волны и СДВИГО80Й

волной. Индукцированное электромагнитное поле в среде представляет су

перпозицию электромагнитных компонент модифицированных волн.

Как следует из выражений (20) - (23), амплитуды и характер распро

странения волн поля персмещений и поля магнитной индукции зависят от

величины пространствеиного периода нагружения величины индукции нз

чального магнитного поля и проводимости среды (параметра Х2) .

На рис. 1 показан характер зависимости амплитуд А у-составляющих

перемещений модифицированной упругой волны сжатия (кривая 1), модифи
цированной электромагнитной волны (кривая 2) и СДВИГО80Й волны (кривая 3)
от ,2 при s'- = 10-5, jX21 = 1. Наличие экстремумов амплитуд при разных

значениях г2 свяэано со спецификой иагружения и имеет место также при

отсутствии магнитного поля. Максимум при r = l,135Q; прнсущ всем
волнам и появляется вследствие достижения минимума величины r (г),

стоящей в анаменагеяях амплитуд волн. Физической пр ичиной появления

этого максимума, как показывает сравнение выражения для Г (г) с двепер

сионным соотношением для поверхностных магиитоупругих волн [101, яв-

45

:)



2

Рис. 4.

I

5

/0 .

/5

о-2

Рис. 3.

4
J

11
1/1,

11
'1
1/
JI
I I

/1
J/
I I
{ I

~js
1 J

I I I 1---7
J F-"------_L.- J I

/ J

I ~

,J

ляется совпадение ве..1ИЧИНЫ пространствеиного периода нагружения и ДЛИНЫ

магиитоупругих поверхностных волн, что приводит К своеобразному ре

аонансу.

Изменение величины индукции внешнего магнитного поля приводит

к изменению расположения и величин экстремумок амплитуд волн . Причем

1lIJ11,/Q,i.ImA1j Ql q/4
5 , I

J ' It I
t J
J I
J J

! /6
1/"

)I / I

J
/-8

,-
----~----

1/,7~8

Рис. 5.

I

J

2

для \Х2\ » 1 при увеличении магнитного поля последний максимум сдвигает

ся к r2 = Q;, что соответствует результатам работы [81 для идеального
проводника.

Коэффицвтнты затухания и волновые числа сдвигсвой ВОЛНЫ и волны

индукции магнитного ПОЛЯ в вакууме, как видно И3 формул (13), зависят

лишь от величины простраясгвенного

92ff)/jJt4tJJ~a2f}fo периода нагружения. Причем при
,2 > (i) 2eofl oдЛЯ ВОЛН:Ы иидукции маг

нитного поля в вакууме, а при

г2 > a~ для еДБИГОВОЙ волны движение
становится апериодическим .

На рис. 2 показана зависимость ко

эффициентов затухания, а на рис. 3
волновых чисел модифицированной уп

ругой волны сжатия (сплошные кри

вые) и модифицированной электромаг

нитной волны (пунктирные кривые)

от величины внешнего магнитного по-

ЛЯ при значениях г2 = 0,lQ7 (кривые 1,
2,5, 6) и г2 = 1,13БQ; (кривые 3, 4, 7, 8);

lf,б~1 1"/..'21 = 0,5 (кривые 2, 4, б, 8) и
%2 = 10 (кривые 1, 3, 8,7). Интересно,

что при \%2\ = 0,5, s2 = 1 обе волны

вырождаются в одну . Однако значение s2 = 1 соответствует практически

недостижимым полям Во = 3,5 . 102 МЛ. ДЛЯ достижимых теперь (в импульс

ном режиме) величин индукций магнитного поля Во <: 50 МЛ (см., например,

работу [3J), зависимость коэффициентов поглощения и волновых чисел мо

дифицированных упругой волны сжатия и электромагнитной волны от s'1.
близка к линейной.

На рис . 4 показав характер зав иенмости плотности мощности теПЛОБЫ

деления на поверхности полупространства от r при х = О. л, 2п, ... МЮLИМУIl'J



тепловыделения при г? = O,5Q~ возникает вследствие гашения волн, прнхо
дящих от разных точек поверхности полубесконечного тела, что приводит

Б: уменьшению амплитуд волновых пропессов И, значит, к уменьшению тепло-
v 2

выделения. Ма1<СИМУМ тепловыделения при ,2 = 1,lЗ5Q1 имеет ту же при-

чину возникновения, что и рассмотренный выше максимум амплитуд волн

при том же значении ,2.
На рис. 5 показан характер распределения по глубине джоулева тепла

ДЛЯ S2 = 10-5, IХ21 = 1, х = О, л, 2л, Зл, ... ДЛЯ ,2 = 0,2Q~ (кривая 1),
,2= Q; (кривая 2) И ,2 = 18Q~ (кривая 3). При возрастании ,'2 (уменьшение
простр анственного периода нагружения) тепловыделение. как и волновые

процессы, становится все более приповерхностным. а глубинный нагрев

невозможным.
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ВЛИЯНИЕ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ СИЛОВЫХ ФАКТОРОВ

НА ВЕЛИЧИНУ ПОСАДКИ КОЛЬЦА,

ВПРЕССОВАННОГО В КРИВОЛИНЕЙНОЕ ОТВЕРСТИЕ ПЛАСТИНКИ

М. К. 3варич, Т. N. Мартынович, В. С. Щукии

Рассмотрим упругое равновесие бесконечной изотропной пластинки с криво

линейным отверстием, в точках Zl и Z, которой пряложены соответствснно

сосредоточенные СИЛЫ Р/ И моменты М/ (i = 1, 2, ... , г; I = 1) 2, ... , s).
Пусть в отверстие пластинки L впрессован замкнутый упругий стержень

(кольцо) постоянного поперечного сечения. Контакт между телами осущест

вляется вдоль всего контура L. Трением между контактирующими телами

пренебрегаем. На линии контакта L как функция дуги задана нормальная

величина скачка вектора перемещення е* (t). Напряженно-деформирован

ное состояние кольца описывается уравнениями теории тонких криволиней

ных стержней.

Определение напряженного состояния 13 контактирующих телах сво

дится к нахождению компонент деформации ео , 6ь стержня и функций

<Pl (z) И "1 (2) комплексного переменного z = х + iy, которые удовлетворяют
граничным условиям

(1)
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