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ЗАмкнутай ТРАНGВЕРСАЛЬНО-И30ТРОПНnЙ
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ И БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ С ТРЕЩИНАМИ

В. А. Осад'Оук, М. М. Нинопншии

В данной статье предложен способ сведения задачи о напряженном состоянии

замкнутой трансверсально- изотропной (е конечной СДБИГОВОЙ жесткостью)

оболочки с трещиной к решению системы сннгулярных интегральных урав

нений, которая записана для случая. когда трещина расположена вдоль

образующей. В качестве п римера исследуем интегральное уравнение для

бесконечной пластины с системой трещин.

Исходя из представления компонент тензора iej/J геометрически малой

деформации в виде

(5) О
ец = ео + е/ (i, i = а, ~), (1)

о , u (
где eii - компоненты тенэорв несовместных деформации тенаора дистор-

сии), e;j) - компоненты тензора упругой деформации, и используя СООТ
ветствуюшие соотношения теории оболочек с конечной СДВИГО80й жесткостью

[3], для к руговой цилиндрическойоболочки получаемследующиеразрешаю

щие уравнения :

у' 2\72\72V'2'Ф + --}- (1 - rjVH) ::~ = D()R2l (1 - rj\72) q- R (~~ + ~;) ~

__1 \72'\72фО I \l2cp - б2 {j) = 1]R2(~_ д!'l.) (2)
R' ~ ~.

Здесь 1jP - функция, удовлетворяющая уравнению

д2~)O _ (a'l."'Y...L д~€~ _ д2e~2 \

да2 - R д~2 I да2 дaд~ l'
д о о 1 - \' дX~2 1 О11 = да (XI + УХ2) + --2-~ - 'l)R 8lЗ,

д О о 1 - \1 дУ.i2 J О
12 = ~ ('>'2 + VXI) + 2 ~.- 'I1R е2З,

} ( дg~з де~з ) д2 д2 g
q = -Тj ------аа + -----аг ' \lЗ = да2 + д~2 ' 'rl = R2 ,

(3)

2 h2 Е h!
{)2 = е = - с2 - D() = 2Eh,

в (1 - 'У) , Зk ' (1 - \'2) а" - 3 (: - ,, 2 ) R2

е.? e~• ...• х.?2 - осреднеиные по толщине оболочки компоненты тенэсра

{e?jj [3], Е - модуль упругости, v - коэффициент Пуассона Б срединной
поверхности. С' - модуль сдвига 13 площадках, перпендикулярных к сре

динной поверхности, k' - коэффициент сдвига, R и 2h - радиус срединной

поверхности и толщина оболочки, а. ~ - криволинейные координаты сре

динной поверхности оболочки.

Усилия и моменты, возникающие 8 оболочке, определяются через функ

{(ИИ 'ф и ер соотношениями

1 D4'IjJ 1 д4.ф

N 1 = ~ да.Зд~2.' N2 = R2 д(/.,4·

М D [
1 (д-'; I + д'y'l) 1) о I

1 = _ . R (f'(;: V~ ~ "'1~ V'>'2J'
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1 д~
S = - R.'l даЗ~

D ( 1 aW О)
Q13 = е 1'1 +R atX -В}З •

(4)



I 1 (дУ?; д'\'l ) \} 01 Q D ( 1 aW ~ ,
Мз = -- D IR д'iЗ + v~ ~ %z - V%\, 23 = е 1'2 +R др -е:::.3} t

Н - 1- V D [_1 (дУ1 + ду? ) - о J
- 2 R aj:S да %12 •

где

1 дГ 1 д(fJ 1 дГ 1 aq>
1'1 = - R да ~ rjRfl + T"дf' 1'2 = -ЕГ -ЩГ- -fjR.f2 -R да '

R3'r}3 ( 1 д4,!> ) 1
Г = W + ТjV

2W + ---rг- q - R'l. да4 ' W = DoR V2.V~ + "ф
О

,

зг»

D = 3 (l -v2) '

В случае, когда трещина расположена вдоль отрезка \а 1-< ао , ~ = О,

а напряженно-деформированное состояние оболочки без трещины симметрич

но относительно сечений а = О, ~ = О, на основании соотношений, связы

вающих компоненты ПОлной деформации срединной поверхности оболочки

81' е2 , .•• , %12 С обобщенными перемешениями и, v, Ш, 1'1' 1'2 {З], выражения

для компонент 8~, e~, ... , X~2' характеризующих скачки перемещений и
углов поворота на линии трещины, принимают аИД

8~ (а, ~) = 8~2 (а, ~) = еSз (о., ~) = 8~ (а, ~) = x~ (а, ~) = %?2 (а, ~) = О,

e~ (а, ~) = 82 (а) /j (~), xg (а, ~) = %2 (а) б (~) при Iа I~ ао; (5)

8~ (а, ~) = ~ (а, ~) = о при Iа I:> ао.
Здесь

1 + 1 +
е2 (а) = R (v - VJ, %2 (а) = R ("У') '- \,2),

б (~) - функция Дирака, а индексами «+» и ({-) обозначены граничные

значения соответствующей величины слева и справа от линии трещины

(при движении вдоль положительного направления по образующей).

Подставив поле (5) в уравнения (2), для определения разрешающих

функций 'ф и <р получим
~ ~~

- R2 (1 - v ~. _l_ Х"' л cosntl f хо ('") е- у'nЧ-cS' I t-c; I d1",
<Р - 'У\ ) дaд~ 2n ~ "1/n~ _ 62 j .. ~ ':>

"=0 \--а.

ф = _. D,R',\j, Л, со. v~ [R (д~ + v :;., ) 1". (6) Ф, (6 - а) d~ +

+ V'V'1.. (6) Ф. а: - а) <ц; ] • (6)

Здесь

1 2 ----ajnl а.1

Ф, (а) = L " е t? '1 [(Ь/nС/Il - щnВjn) соз bjna +
п 1=1 е/n ( 'n +Ь,..,;)

+ (ЩnСjn + Ь;nВ;n) sin Ь,.n! а 1], л.n = 1, n:> 1;

1 { е-а•• I а I
ФО (а) = --г 2 2 -/(ЬtoС2. 0 - а2()В20 ) cosЬ2 0а + (a~oC20 +

о gw (Й20 + Ь20 )

+b'J,oB2o)Sinb2ola;I]+2(Pioi2~O a2 + p 2.o) la l } при 4c:~4 >1;

Ln = 2 cCin + вIn), С,« = (Р2n - Рln)" + g~n - ~n! С2n = (Рln' - pzn)2 +
+ gin -'- g~n; B1n = 2 (Р2n - Pln) gln, В211. = 2 (Pln - p2гi) gzп:
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2 ь2
Pjn = Йjn - ;11;

а20 = 2
1
c V 2с + 11 ,

1
Ь20 = 2сV 2С-11.

1
"'о = Т,

йjn, bjn - соответственно мнимая и действительная части корней характе

ристического уравнения

(k 2 + n2
) 4 + c~ [1 + "l (k 2 + n2

) ] k4 = О. (7)

Обозначив через ио , ио , W o перемещення Б оболочке без трещины, а

через U1, V1, Ш1 перемешения, обусловленные подем (7), будем требовать,

чтобы суммарные персмещения

(8)

и соответствующие суммарные усилия в сечении ~ = О удовлетворяли

условиям симметрии и свободных берегов трещины

S (а, О) = О, Н (а, О) = О, Q23 (а, О) = О,

v (а, О) = О, '\'2 (а, О) = О при Iа I> ай; (9)

н, (а, О) = О, М2 (а, О) = О при Iа 1-< ао.

Полученное суммарное ~Iaпряжепно-деформированное состояние будет

соответствовать искомому напряженному состоянию оболочки с трещиной.

ИСПОЛЬЗУЯ соотношения (4), (6), а также некоторые результаты работы

Ш, для определения фУНКЦИЙ 22 (а), %!l (а) на основании условий (9) полу

чаем систему сингулирных интегральных уравнений

[Де

'г 1

""'О ~ ~ Р/ (и) Кт; [j.to (и -- 5)1 du = лfmО (5), Is I~ 1
[=1_1

(т = 1, 2), (10)

d d а
F1 (а) = drx 82 (е), F2 (а) = da %2 (а), s = ~'

2 u 2 о а
{10 (s) = ~ EJl N2 (5, О), t20 (s) = - Eh М2 (s, О). /-Lo = Т'

а - лолудлина трещины, N~ и M~ - усилие и момент в оболочке без тре
ЩИНЫ. Ядра системы (10) имеют вид

т.( J г О ~ 2 О
l' 11 (г) = T cth 2""" + КII (г), К22 (2) = -2- cth"2 + К22 (2),

К12 (2) = K'J.,l (2) = - VgR е-а:, I z I sin bzo2 +
~O

~ 2

+4R ~
l ~ 1 -о '~I Z I (D(J) Ь ' D(2) . Ь ), L ) -- е J [п соз jnZ sgn z т [п. SlП jn Z ,
n k-J gjn

11=1 j=!

к?l (z) = -1- e-tJ: о I z I(gzo cos Ь-:. о г sgn г - Р26 sin b2~) - sgn г +
g'YJ

+ 4 t,[in t, ;;n e~Jn 1', (A~~ cos Ь;n г sgnz+ A~~ sinbJnг) -

_+Гn"'(sgnz-+nz)] ++(l-zсSChz)сth+. (11)
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ее [ 2Jd2 (2) = 4R~C2 ~- -L1 ~ _1_ e-«jfl , % I (C~~ cos bj n г sgn г +~ sin bjnz) +
~ n.(".J gjn
n=l j=1

ТI(I-v)\\n\\,~ 1-,\,2 -n l2! l( 1)]+ 2 e-У 'l"+6* l zJ sgn z _ 2 е sgпz,-тГl.z +

+ R
2
c

2
e-Dt o I z r(c1~ cos Ь20Z sgn г + C~sin Ь\!,ог) +

е20

2 (R2 )+ а2 (1 - z csch г) cthТ + 2 g;"- 2а2 sgn г.
Р20 + 20

где

(12)(т = 1, 2),

A}~ = d/nE jn - k,nH;n -- 2n2 (kjлСjп + djnB/n) + n4Е;n .

G1J = (1 '-'1)2) (d,nE,n - krnH,n) - 2n2 (2 - '11 _'112) (kjnCjn + d;"B,n) +
+n4 (5 - 4" - '112) Е/л - 2n6 (1 -'\') В/Л ++Е,п + 11 (1 - v)2l SinAjn-

'- tjnD;n + (311.2 + ~) (d1nE/n - k;nH;n)-

"-(311.4 + с2 о2_ у) ) (k;nC;n + djnB;n) + n6E 'nl.
C~~ = - (1 - ,,2) Р20 --c~ 2 Pwg; + 1] (1 - '11)2 (d 20 - c~ Р20 2й1 )

Р20 + 20 ,2 (1 - \1) •

А;п = (Ь7п - 3а7п) b/flC;n - (й7n - 3Ь;,д a;nB;n. ,

D~~ = '\' (k;nCjn + d,,,B;n) - n'lEin, Е,n = Р/nВ/" + g/I1C'I1'
:l 2

d j n = Р;п - gjn, k jn = 2p;ngjn, й! = 1, ~ = R2C2 (1 - v~.

Sjn = а7п - 10a7nb~n + 5a;l!b~n. ',n = b~n- IОЬ1ла7n + 5bina~n,

А (2) r-<2) D(2) - A(ll СО) D(I)
[п » vJn, jn получим ИЗ выражении для ;n. ,п, [п» заменяя в послед-

них Cjn• В;n, Е,л , Н;I1' A jn, й; соответственно на В;п, - Cin , H in, - Е;n,

D/m - A in . Таким же способом получим D i !1 И Н;n иэ выражений для A/n И

E jn, а СШ - ИЗ C~~" заменяя P'l.O' gzo, с4[}, ClJ, соответственно на - g'l.f), - Р20.
- t40' О. Отметим, ЧТО функции ЮI' К 12.- Ю2 непрерывны ДЛЯ всего множест
ва действительных значений s н и.

В новых переменных т, t систему уравнений (10) представим в виде

I

_1_ r От ('t) uт (f)
n J ,; - t di: = аm (1 - лn~) I

-)

где

F (!) л. 2 }
йт (t) = 1~ ьг»> От (1) = fmo(t, О) - n ". ,\ Q,. (е) Фm; (1:. () d't,

/=1-1

'1>11 (Т, t) = 2К?I [со (1:, t)}, 'Ф12 (1;, ') = Ф2J (1:, [) = 2l(l'~ 1(0 (1, 1)1,

'Ф22 (1:, t) = 2Ю2100 (1:, t)l, 1т (t, О) = 'тО 1(0 и . О)],

( [) = 2 А th Ч't' - t) = _1 th J.Lou t = -1- th~ 'л. - th....!:L
«) т, г 1 _ л.'Jт!' е л 2' л 2 ' - 2

Представив функции 'Фm, рядами по л., при малых значениях 'л. решение

системы уравнений (12) получим в виде

00

Qrn (t) = ~ Qmn (t) к:
n=о

(13)
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После определения функций Qm и) для нахожпения главной

усилия N'l. И момента М'1. на линии трещины в окрестности ее вершины

точно ограничиться синтулярной частью ядра, т . е. принять

1

Т - QгnEh (! - лЦ2) ( Qm (Т) d-r + 0(1), It 1> ] 1 2)
IIIЗ - 2л: J" - t (т =, ,

-1

части

поста-

(J 4)

где

(16)

[sl < 1, (17)

T1=Nz(t, О), T 2=Mz(t, О). (15)

Отметим, что при С' = 00 из системы (12) получим систему уравнений.

приведеиную в работе [2 J для оболочки, уравнения которой записаны по

теории Кирхгофа - Лява. для случая, когда трещина расположена вдоль

отрезка о:. = О, '~I < ~o, ингетральвые уравнения МОЖНО получить ан ало
ГИЧНО.

Рассмотрим отнесенную к декартовой прямоугольной системе координат

х, у бесконечную травсверсально-изотропную пластинку, ослабленную пе

риодической системой параллельных трещин - а <: х <: а, у = 2kl, k = О,

+ 1 , + 2, О " • Предположим, что берега трещины нагружены симметрич

ными относительно середины трещины давлением и изгибающими моментами

M~ (равными по величине и противоположно направленными относительно
линии трещины). В дальнейшем рассматривается случай, когда контакт

между берегами трещин отсутствует.

Напряженное состояние в рассматриваемой пластине определяется как

сумма напряженного состояния, обусловленного давлением (плоская задача)

и напряженного состояния, вызванного изгибающими моментами. Уравне

НИЯ, соответствующие плоской задаче совпадают с уравнениями, прнведен

ными и исследованными в работе [2]. Поэтому далее определим коэффициен

ты интенсивности, вызванные изгибающими моментами.

В случае изгиба пластинылифферевциальвыеуравнения ДЛЯ опрелеле

НИЯ функцийW и ер имеют вид

(
де~з дg~з ) д2 О О д2 " О'\12'\12W = '\12 -- +--- --- -- (1<.) + 'УХ2) - -- ()(о + ,\>1<.1) -
дх ду дх2 ду?

д~'XP
(

12
- 1 - '\1) дхду ,

[ д
2

О О 1(fFJ. д?)О]V2ер_б2<р = в(1 ~'V) - - (1<.,- 1(.2) + - -- - -- 1(.12 -
дхду 2 ду'}, axz

де~з дe~
-дУ"+дХ'

где о2 = -2/8 (1 - '\1). Соответственно для определения функции F (х) вместо

системы (10) получим уравнение

1 МО (s)
1~~"'~ f.t I F (и) {cth fL (и2- s) + к [f-t (и - S)]} du = ~

-!
где

(181 th fLs
'=т -2-'

К(г) =

d па х
F (х) = dx xz (х), ~ = -z-, s = ""2 '

4 ~ (_2_(e-УI+Ь/lfZ)_е-nI21)SQ1lz+nzе-л.\z,]+
1+ v 1..J Ьn ь

11=1
< г 02 ЛN+ (l-zcscn z) cth T, Ьn = -Т;:' kn = "Г":

Вводя новые перемениые

1 I-Ш
~=т th -2- '



я функцию Q (t) = F (t)/(1 - л'2f2), уравнение (17) записываем 1'ЭК~

. ())

] - }..Ч'l. С ~J (т) М2 }.. (" к
4n J T-t d1:= D(1-\/2)- 4n J ~G('T) 1<0(1:, t)}d'I, Itl~l. (19)

-1 -1

В случае, когда а/ = 00, уравнение (19) принимает вид.

J О

(3 - 2" - ,,2) (1 - Л1l('l.) r Q ("t') d-r: = М2 '-

4n J L -1 D
-1

л. I

-(1-'VY~ 4n fQ(t)K(-r, t, л)d1:, It l< l , (20)
-1

где

л) = _l__(~ - 1) Arthyo.
Уо УО

л. ('r - t)
1'0 = 1 _ ).,2.'t1 •

Представляя ядро К Iф (т, t)) рядом по сте

пеням Л, решение уравнения (19) находим в виде
со

Q (t) = ~ Q2n (tp..2n. (21}
"=0

Определив функцию Q, найдем главную часть

момента М2 на линии трещины в окрестности

ее вершины:

)

м (t О) D (1 - \/2) (1 - л2f
2

) r ",Q~'t: d-r + 0(1),
2, = 4n J

-t

Коэффициентинтенсивностиопределим по формуле [4J

k = lim V2fМ2,
r ......O

Itl> 1. (22)

(23)

где r - расстояние вдоль линии трещины от ее вершины.

В случае, когда к берегам трещин приложены равномерно распреде
о

ленные изгибающие моменты М2 = -"'1, для определения коэффициента ИН-

тенсивности получим формулу

k = - м -v ~ У}.. (1 - ).2) [1 + с1л2 + с2л' + с;..в + C4'J..8 + о ().,10)], (24)

где коэффициенты 01' ~, Сз , 04 зависят от параметров hll, "', k', Е/ О', Для
определения коэффициента интенсивности в случае изгиба бесконечной плас

тины С одной трещиной на основании решения уравнения (20) получим

ko = - муа. (25)

На рисунке приведены графики изменения коэффициента интенсивности

в зависимости от роста длины трещины. По осям абсцисс и ординат отложены

параметры р = а/l и k* = k/ko' Вычисления проводились при следующих

значениях параметров: v = 0,3; k' = ~; h/l = 0,05; a/l -< 0,25. Для
удобства вычислений ряд, входящий в ядро К (а) уравнения (17), аппрокси
мирсван полиномом седьмого порядка с погрешностью, не превышающей

5%. Кривыми 1, 2, 3 показано изменение коэффициента интенсивности при

значении параметра Е/С', соответственно равном 20, 40, 60. Как видно из

графиков, с увеличением параметра р коэффициент интенсивности монотонно

возрастает, причем степень возрастания его при других фиксированных па

раметрах зависит от отношения Е/С'.
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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ

8 ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ

С круговым ОТВЕРСТИЕМ *
Р. Н. Швец, В. Д. Павленко,

И. И. Фвдик, А. П. МаТКОВСt(ИЙ

Распределение температурных напряжений в оболочках, ослабленных ОТ

верстиями, с учетом конвективного теплообмена с поверхностей мало иссле

довано II ]. Получены решения задач в основном для сферической оболочки

[8, 10, J 11, ослабленном одним или нескольки ми кр у го вым и отверстиями,

а для цилиндрической оболочки намечены общие пути решения такого рода

задач [2] . ниже приведены исследования температурных напряжений в ци

линдрической оболочке с круговым отверстие .... ! при конвективном тепло

обмене.

Постановка задачи. Основные уравнения. Рассмотрим бесконечную изо

тропную цилиндрическую оболочку постоянной толщины 2h с круговым от

верстием радиуса р на боковой поверхности. которая Н2ХОДИТСЯ в условиях

переменной температуры и теплообмена с окружающей средой по закону

Ньютона. Срединную поверхность упругой оболочки радиуса R отнесем

к криволинейной ортогональной сопряженной системе координат х, у с на

чалом Б центре отверстия. Оси Ох и Оу н аправим соответственно по образую-

-щеЙ-И-Нa+I-равля-ющей, ось_ОZ-----.ЛQ ВН~ЦLНей Нор~raли !< срединной поверх-
ности . - - - - - --

Учитывая локальностьвозмущеннойзоны возле отверстия, напряженно

деформированноесостояние оболочки будем описывать уравнениями поло

гих оболочек, которые в случае неравномерногоее нагрева имеют вид П 18]

д~Ф
ддф + iy? дх2 = 2Е}~CttД(iТl-VОТ2)' (1)

где

(2)

(3)
2 ь.

Т2 = 3112 JTzdz,
-h

ф = Eow- iCP.
r.
>

Tdz,
- /1

2 _ 11з (1 - у2) ,,_ v 1+ v Е _ 2Eh2 Ф
l' - R./l УО - З(I- v)' 0- УЗ(I-v2) , <р - ункция напря-

жении, w - прогиб оболочки , Е и v - модуль Юнга и коэффициент Пуас

сона, Ctt- коэффициент линейного расширения, Т - темпе.ратура оболочки.

Решение уравнения (1) запишем в виде суммы

(4)- .
где Ф - решение однородного уравнения, ФО - частное решение (1).

:1< Основные результаты работы были доложены на ХШ научном совещании по тепло

ВЫМ напряжениям в элементах конструкций. (г. Канев, май 1974 г.) .
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