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ТЕРМQУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ

УЗКОЙ ПОЛОСЫ С ТРЕЩИНОЙ

Г. С. Кит, И. П. Лысый

Пусть в упругой бесконечном полосе шириной 2d имеется трещина ДЛИНЫ

2f, расположеннаясимметричноотносительно граней полосы И начала коор

динат. Рассмотрим задачу об определении в этой полосе стационарноготем

пературного поля в предположении, что на ее гранях имеет место условие

первого, второго или третьего рода, а берега трешины теплоизолированы.

Введем безразмерные координаты, отнесенные к величине [, а также безраз-
d

мерную ширину полосы 6 = "Г . Тогда граничные условия запишутся в-гаком

виде:

дТ
Т = Т±6 (х), '"дУ = qH (х),

ат
ау ±/'Ll(T-Тс) = о при у = ± б, Ixl < 00;

_ _ - .д-~ _.- - . - - . - - - - - -
"дУ = о (1 х] < 1) при у = О,

(1)
[=0

где Т - искомая температура, Т ±6, qH - температура и тепловой поток,

ааданяые на гранях полосы, Т, - температура внешней среды, h - коэффи

циент теплообмена. Требуется определить температурное поле в полосе.

Температуру Т (х, у) представим в виде

т (х, у) = tfl (х, у) + t (х, у).

Здесь to (х, у) - основное температурное поле в полосе без трещины, кото

рое легко находится с помощью преобразования Фурье. Основная задача

состоит в определении добавочного температурного поля t (х, у), вызванного

наличием трещины.

Так как функция t (х, у) нечегная по у, достаточно рассмотреть полосу

О <: у -< б, НЗ гранях которой добавочное температурное поле удовлетво

ряет следующим условиям:

д! дl
t = о, дУ = о, дУ + h1t = О при у = <5, Iх1< 00,

(l x l :? l ), ~=_aI6(X, О) =f(x) (lxl~l) при у=о.
ду ду

Применяя к уравнениютеплопроводности11. f = О интегральное преобра

зование Фурье и учитывая граничные условия (1), для определения t' (х) =
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(1 х[ ~ 1, У =-0).

д! (х.О)= дх получаем сингулярное интегральное уравнение

1

) '/ (~) К ( ~ 8" Х ) dS = nб! (х)
-1

(2)

00

к (ш) = SL (t'j) sin ('I'}w),
о

где для случая граничных условий первого, второго или третьего рода

соответственно имеем

L ('YI\ = cth '11, L (.....\ th'l'l L ("'\ - 11 th 11 + hd (3)
'и '1 'и = '1' 'и - .., + Ild th У)

При значениях параметра б > 1 решение указанной задачи рассматрива

.10сьвработе[4].:ВданноЙра60тенаЙдем решение уравнения (2) при 0< 1,
т. е. для полосы малой относительной ширины. С этой целью используем

метод, изложенный е работах r2, 31 и математический аппарат метода

Винера - Хопфа [6].
Сделаем в уравнении (2) замену персменных ~ = 51: - 1, х = o~ - 1.

ПОС,ле чего это уравнение примет вид

2/6
J' '/ (т) К (т - о d't = :tЧ; (~). (4)
о

Здесь функция 'Ф (~) = f (о, - 1), причем она аналитически продолжается

Б область 2/0 -<. ~ < 00.

Уравнение (4) при малых значениях б решается методом последователь

ных приближений. Для конкретных вычислений с достаточной точностыо

можно ограничиться нулевым приближением, которое определяется из урав

нения

St' (т) К (т -~) d't = л1Р (~),
о

решение которого представляется как комбинация

t ' ( ) ( 1+ 't ) ( J - 't )т =(r) б -(j) 6

(5)

(6)

решений со (т) интегрального уравнения Винера - Хопфа вида (5). для

того чтобы получить решение уравнения Винера - Хопфа, пригодное для

практического пользования, приходится прибегать к аппроксимации функ

ций L ('1) подходящими выражениями с целью проведения точной факториза

ции [61 .
Аппроксимируем функции L ('1'}) соответственно выражениями

L (т}) = 1)2 + D , L ('1) = ТJ -v 112 + D2, L (11) = 1']2 -[- ВМ (7)
У) V11'l -1- D'1. У)'1. + D 11 У1']2+ (81 + 1!d}'J

Легко видеть, что аппроксимация (7) верно отражает поведение функций

L ('У)) вида (3) в нуле и на бесконечности. При значении D = 0,44 погрешность

аппроксимации первых двух формул (7) не превосходит 4,5% для всех

О '" '1'} < 00. Погрешностьаппроксимациитретьей формулы (7) не превосхо

дит 4,3% для всех О ~ 'у) < 00 при hd = 0,9; В = 018; В1 = 0,6. для других

значений hd также можно подобрать такие В и 81. чтобы погрешность была

минимальной.

При м е р. Пусть на гранях полосы задана постоянная температура

т (х, ± б) = ± ТО' Тогда to (х, у) = Т; у. В этом случае решение уравнения
Винера - ХОПфа вида (5) при аппроксимации (7) (первая формула) дается
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соотвошеяИ~

Ф(;) = };r~ {_t!.....-:-=~;-'-2(JID-D)1/~rщF[{VD "-D)1/"Vf1}1

г

F (Z) = Jеи'dи.

"

(8)

Таблицы функции F (z) приведены в работе [81. Выражение АЛЯ t (х) на

верхнем берегу Трещины с учетом формул (6), (8) и условия t (± 1) = О

имеет вид

i"{.x)

{
2А -

t (х) = То erf у (х) + erf)' (- х) -erf у (1) + -v n [е- VD F (Ау (х» +
У[-Х) ""'(I)}

+е- YD F(Ay(-х»)-е- YD F(A)'(l))] , (9)

i' (х) = VD (J : Х), А = (~B _ 1)'/а .

Численные расчеты показали, что формулой (9) можно с надежностью

пользоваться при 6 < 1.3. Тогда расхождение значений t (х), вычисленных

по приближенной (9) и точной (4] формулах не превосходит 4% при всех

Ix I < 1 и быстро уменьшается с уменьшением о (таблица).

Зиаченне

I
6

t (х)
1,5 I 1,3 I 1,1 I о.э I О,; I о.в I О"З I 0,\

{т 0,855 0,820 0.770 0,702 0,606 0,473 0,298 0,100

'
п 0,915 0,853 0,783 0.701 0,602 0,475 0,306 0,100

Определим коэффициенты интенсивности напряжений в свободной

от внешних УСИЛИЙ попосе с трещиной, обусловленных возмущением ОСНОВ

ного температурного попя " . Эти КОЭффициенты легко найти, если известны _
производные IТCГX отсмещений берегов трещИНьП7]. "в qастности-,в ра-с-смат

риваемом случае коэффициент k1 = О, а коэффициент k.z определяется ПО

формуле

k - Е 'У! [" V 1 2 дц (х, О)
2 = + 2 (1 - %2) x~ '- Х дх ' (10)

где Х = v 8 случае плоской деформации, Х = О в случае плоского напря

женного состояния, Е - модуль упругости, v - коэффициент Пуассона,

и (х) - смещение верхнего берега трещины в направлении оси Ох, знаки

еминусь и еплюся соответствуют правому и левому концам трещины.

С помощью преобразования Фурье задача об определении производной

:~' ПрИВОДИТСЯ к решению интегрального уравнения [5)
1

S<р (s) R( ~ 6 Х ) dJ; = О, (11)
-1

где

<р (х) = и' (х) '- ~t (Х), ~ = а (1 + 'Х), (12)

(13)
....

S
м sh2 11 - 1}2R (со) = М (fl) sin fJwdТJ, (Ч) = 2 sh 211 - 21) ,

f)

• Коэффициенты интенсивности напряжений, обусловленных ОСНОВНЫМ температур

ВЫМ полем, определяются путем решения эацачя термсупругоста для сплошной ПОЛОСЫ

С дальнейшим снятием усилий, возникающих на месте трещины.
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а - коэффициент линейного теплового расширения. Найдем асимптота
ческое решен не уравнения (11) при малых значения х <5, как комбинапяю [1 J

ер (~) = q( I!~ )+ q ( J б ~ )- v (~, (14)

где q (t) и V (~) - решения следующих интегральных уравнений;

(15)

(16)

(19)

Уравнение (15) решается методом Винера - Хопфа. В этом случае

функцию М (tj) аппроксимируем выражением

М (т)) = ТJ -v Тj2 + Н2 (17)
'rj2+2N •

При значении N = 0,78 погрешность аппроксимации (17) не превосходит

6% при всех О < 11 < 00. Решение уравнения (16) находим после примене

ния теоремы о свертках для интегрального преобразовання Фурье. В част

ном случае, когда температура t (х) на верхнем берегу трещины определяется

по формуле (9), прсизводная и' (х), найденная описанным выше способом

с учетом условия и (± 1) = О, равна

и' (х) = ~{t (х) - р ~O) [Ф (х) + ф (-х) -Il}. ({8)

Здесь

J[
Уб 1] 2e-$(I) }_I I

Р (б) = I sщ - S"2(Т) + 2 erf s О) + у11 S (l) - 1 I t (х) ах,

в (х) = VN (l : х), Ф (х) = erf s (х) + улr е-5"{Х) •

V2л s (х)

Подставляя найденное выражение для и' (х) в формулу (10). для правого

конца трещины получаем

k" = Еа Vб P(b)VT.
- 4 (1 - Х) V1L

Как показали численные расчеты, формулой (19) с надежностью можно

пользоваться при о < 2. Расхождение значений k-z, подсчитанных при
б = 2 по формуле (19) и соответствующей формуле работы [5] для больших

8, не превосходиг 1,6%. Таким образом. используя указанные выше форму

ЛЫ, можно определять коэффициенты интенсивности иапряжений дЛЯ полосы

произвольной ширины.
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