
Т е Т I R . 2 Т 1: _ 1 r i Jd1'
Т<: = 00. ,= 01 -2 3 эш q> 10; -Цj - h1+i J 8~XIYI ,

г.

Tl i = hi~i [.\ ~t~2)x~y{dl+ I) qX~Y{dF] ;
г. D

1"",.1:,, 1!Jr}/,' 1XUI. 1 - с~ответствующие моменты инерции относительно осей

01Xl' 0tYl; X~). y~} - координаты центра тяжести поперечного сечения
стержня Б системе координат 01XtYl; k1• ~ - главные кривизны срединной

поверхвости оболочки. .
Если в соотношениях (18) - (19) перейти к пределу при F -+ О, то для

неводкрепленногокрая оболочкипо закону Ньютонаполучимусловиятепло­

обмена с внешней средой

~~ + гьн (Т. _. 2~.1. t,dY,) ~ - 2л,€\ со, ф, (20)

~~ + 2th ( е. - ~~ Ji,y,dy, ) ~ 21.1'." со, ф (h. = h сзс ф).

При ЧJ = О,5п условия (20) переходят в обычные граничные условия для обо­

лочек [6], т. е. в условия для случая, когда торцевая поверхность оболочки

ортсгональна ее срединной поверхности.
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АН УССР

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНNR В ПОЛОСЕ,

DСЛАБЛЕННОЙ ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫМИ
ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННЫМИ ТРЕЩИНАМИ

Г. С. Кит, М. В. Xaii

Пусть упругая полоса, на свободных от внешних усилий гранях которой

задана температура ИЛИ тепловой поток, подвержена действию стационар­

ного температурного поля t() (х, у) и некоторых внешних нагрузок. Предпо­

ложим, что такая полоса содержит N произвольно ориентированных прямо­

линейных термоиаолированных трещин, берега которых не контактируют

в процессе деформации.

Выберем базисную систему координат хОу (ось Ох направлена вдоль

нижней грани полосы, а ОСЬ Оу перпенцикулярна к ней), а также локальные

системы координат ХIIО"Уn С началом в центрах трещин (рисунок, см . стр. 21)
и обозначим: (t11 - угол поворота оси ОnХn (n-й трещины) относительно

базисной системы ХОУ, dnk - расстояние между центрами n-и и k-й трещин,

2а'1 (n = 1,2, ... , N) - длина n-й трещины, dn - расстояние центра п-й

трещины от начат) координат хОу, ~nk - угол между положительным
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направлением оси Ох и вектором, соединяющим центры n-Н и k-й трещин,

~fI - угол между вектором, соединяющим начало координат системы хОу

с центром n-й трещины. и положительным направлением осв ОХ. h ­
ширина полосы .

Общую температуру в полосе с трещинами запишем в ВИде суммы

Т(х, у) = to(X, у) + Цх, у). (1)

причем температура возмущения t (х, у). обусловленная наличием трещин,

удовлетворяет таким граничным условиям: на гранях полосы 1) at~; у) = о

или 2) t (х у) = о при у = о п: на трещинах д' (х, у) = __ дto (х, у) при
, , • д~ ~

х

н« = о, Iхn I~ аn · В зависнмости от первого wш второго условия на гра­

нях полосы будем называть задачу теплопроводности соответственно задачей

1 или 2.
Известно [2], что в плоскости, ослабленной прямолинейной термсиво­

лирсваиной трещиной длины 2а, температура возмущения представляется

в Биде

+а

t (х у) = Re--.!- r у (s) ,.{t
, 2п' J ~ - z ..~,

-а

(2)

где 'v (~) - неизвестная плотность интеграла типа Коши. определяемая

из граничных условий на ЛИНИИ расположения трещины .

В случае полосы, ослабленной системой N произвольно ориентирован­

ных теплоизолированных трещин, представим температуру возмущения

f (х, у) в базисной системе координат в виде

+СО N +ak

t (х. у) = 2
1
:rt ~. [Ae isZ+ Be~] dJ; -$- ~ Re 2~i ) ~y~~~. (3)
_~ k=\_~

где

г~ = ~dkе'(~li~--а,W + ze--!(J.k, г = х + iy. (4)

а неизвестныефункции А (~) н В (~) определим из условий на гранях полосы.

Учитывая тождество

+<>0 +<>0
I (х) = 2~ S eif,x~ Sf (и) e'-itudu, (5)

-00 -<>о

где f (х) - непрерывная интегрируемая ФУНКЦИЯ, и удовлетворяя условиям

на гранях полосы, выражаем неизвестные А и В через функции 'Vk: ДЛЯ

задачи 1

В=

для задачи 2

O)=~.
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где

'Р! . .. dn ~Т~'.(~) d~Т Re [-l'I-е--':-:о-, ] e'-f1;Хdх,
k=l_Qk -CQ

N +Qk +""
'ФJ = '- -21~ (' i'k (1\) dY) r 1m!l 1 ] е-1Бхdх,

1t ~ J J 'у1 - ZkOj
k=l_Qk -С>а

. d 'iф -а.{) -(<Xk "h -ta,k U 1 2)
2м\ = >-- ke k + хе ,2М2 = гМI + t е =,.
Выражаях, у через Х/II Уn' т. е. переходя 01" базисной системы координат

к локальнойX/Pп!ln, и удовлетворяяграничнымусловиямна линиитрещины,

получаем систему интегральных уравнений для определения производной

Уn е»
+аn, N +ak

1 r 'Уn (~) А1: ~ (' • d
~ J 6-Хn щ; + ~ J 'Vk('Y\) Qnk(11, xJ tl = {n (xJ, !хn I~ аn • (6)

-йn Ь=1_Йk

где

f (xJ = - 2 дto (:со у) I
11 aYIl иn={)

1 ю..
Ом оъ хn) = -;:t Re!e nkSnk (1\, xn)J,

S~ (п, ..rJ = [у) - X,/CLnk '- dnkе'фkn-а:JJгl ,

со

1 (' 1 1 I -ia [( ] s ( Ф + -«J :::\Pnk(1'), x.J =- 2.л j sh<D m \е n - ) е ео -е еО} +
п

Здесь

(j = О, 1); (7)

Zшat = ZQk -2оn, Z!kл = ZOk - 20n , an.k = a'l- ak•

Z()k = dlleif3k + rtelUk, zOn = d,/fJn + Ху/а,,,, (8)

бnk - символ Кронекера, s = 1 соответствует задаче 1, s = 2 - задаче 2.
Применяя к уравнениям (6) формулу обращения [11, получаем инте­

гральные уравнения Фредгольма второго рода

~~ (х.) ~ - "Х.\Хn) II :~(~~ f. ш dS- tJ: ~~ (~) R•• ('1, x,j а'1]' (9)

где

-ОП

Напряженное состояние полосы с трещинами представим в виде суммы

двух составляющих. Первое из них имеет место в сплошной полосе А обу­

словлено температурой to (х, у) и внешними усилиями, второе - температу.

рои возмущения и скачком персмещений на трещинах. Первое напряженное

состояние будем считать известным.

Под действием температуры и внешних нагрузок берега трещин сме­

щаются друг относительно друга .. вследствие чего смещения терпят разрыв.

Напряженное состояние бесконечной плоскости с произвольно орнснгиро-
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ванными теплоизолированными трещинами определяется через комплексные

потенциалы [3]

где

+Йk

о, (z) = Qk (г) = 2~ j ~k~fJ~ d'r1.
-ak

е, (х) = 1; х {2~ :х [vt -v;; - i(ut -u"k)! + iml'~ (x)~. (10)

г; определяется формулой (4), т = аЕ для плоской деформации, т = I аЕ
+'"

для плоского напряженного состояния, Е - модуль упругости, 1-1. - модуль

сдвига, v - коэффициент Пуассона, а - коэффициент теплового расшире­

ния.

Если известны Ф (г), .Q (я), то комбинация нормальных N и касательных

т напряжений нз произвольной площадке с нормалью, составляющей угол

~ с осью абсцисс, определяется по формуле {5)

N - [Т = Ф (г) +Ф (г) - e-2J~ IQ (г) + (z -г) ф' (г) -ф (г)1 .

Напряжения N - [Т в полосе с трещинами 8 системе координат хОу

представим в виде

+со

N-iТ =.Е- r ~{De~2-Fel~-e-2if',l 2/! D-2C .......
л J л+~

-00

где

-tS (2-г) D] e'SZ} dS + ~I {Фk (г;) + Фk (2;)--

-- e-2i~1I (Qk (г;) + (zZ -~) ф~ (2:) '- о, (z:Ш, (11)

+.\

л и 11. - постоянные Ламе.
Учитывая ТОЖдество (5) и удовлетворяя условиям на гранях полосы

(свободным от внешних усилий), выражаем й, F, С через функции g/l (S).
Удовлетворяя далее условиям на линиях расположения трещин, получаем

интегральные уравнения для определения gll (1;):

N +аl!

d'r1 + -k- ~ ) 19k (7]) MI1JI (1'\, хп> + gk (11) N nJZ ('r1. X,JJ dll =
/0.=1 -(J/l

(12)

Здесь О'on (xlI ) , 't'On (Хn) - нормальные и касательные напряжения в сплош­

ной полосе на линии расположения n-й трещины,

ММ (Т\r Хn) = (1 - cSnk ) КМ (11, X~) - Konk (11, Xn).

Nnk (ч. x,j = (l - 8"...) L"k (11, хп) - Lon,. (11, x,J,

Кnk ('r1, x,j = Snk (1\. x,j + e21aknSnk ("1, x,J,

2з



(13)

I~ - - -Z{cx.
....~ z...) = - -=-т- {ll (Т], Z,J + 12 (1'). ZJ - е n 1/1 ("1, ZfJ) +

+ 1% (1\, 2,,) - и, ("1, zJ + и, (У). ZnШ,
~ja.k

е - - Z"a -
I....ьu t'1 XJ = - --2- {l2 '('1. Z,J + 11 (11, Z,J - е- I n 1/2 ("1. Zn) +

+ 11 (11. Zn) + iJ 4 (1'], г;;) + ile ( Т1 . Z,,)]};

00

I! ('q. гл) = J{- (ie-<ll sh «) (J50 - {SI) + i 5hZ «)еСГ + ~«)ZOkkfcl - w2eil-[ d~,
о

_ 00 00

Iз (11. zл) = S(ei'- е61 d~.14 (11,Zn) = i S~ZOkkel~,
о u

о>

Jб (11. Zn) = ~nn J ~ lih (J,I - [со) + ZOkk (e-(J) sh roftO + sh2 weo~J ~,
о

DQ

'6 ('1,Zn) = ZOnn J ~ [ie- 0 sh (:s) (fc[ ......... fd}) - ~a>ZOkk!5J - i 5hZ wet + w~et} d~.
о

где {5; = 5h i~zlkn. 'С{ = ch i~zlkn. !1 = (j)2 - sh 2
(j) , ZOkk = гая - ~k. 20пn=

= гon - zOn , ет определяется формулом (7), Zokn И ZlIm - формулами (8),
а черта свер ху 03Н ачает комплексно-сопряженную вел ичин у.

Применяя к уравнению (12) формулу Обращения, для определения

gn (хп) получаем интегральные уравнения Фредгольма второго рода:

I
+ол N +йk

я, (хn) ~ ПХn\Хn) I~' х J
n
Yn~) dt +~1. Ig. (>]) г.. ('1. хn) +

+йn }С х; Ш JO'o" Ю -{·Оn ШJ At ,+ gk (11) Enk (1], xlI )14 + J ~ _ хп иъ

-аn

где

--.an

Решая уравнения (9) и (13), определяем функции y~ (x~) и g:1 (Xr.)' а ис­
пользуя формулы (3) и (11), находим распределение температуры и напря­

жений.
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(14)

(16)

В механике разрушения важную роль играют коэффициенты интенсив­

НОСТИ напряжений, которые характеризуют устойчивость тела по отношению

к распространению в нем трещин. Коэффициенты интенсивности напряжений

определяются через g" (хn ) ПО формуле

. k "k 1" [}/Л-Хn(х n) ()1 ( 1 2 N)1'1 - ~ 2'1 = =F 1т ,1 gn ХN n = • ,.... .
.r .... ±а r а"n n _

В качестве примера рассмотрим полосу. ослабленную одной центральной

произвольно ориентированной трещиной длины 2а, когда tG (х, у) =
= q (х cos Х. + у sin 'Х.). Полагая а,,, = G..k = <р, ~" = ~k = ~ , dl1 = ~,
записываем выражения для коэффициентов интенсивности напряжений:

для задачи 1

k~l) (± а) = ± kOQ sin (Х'- <р) [1 + IPl (<р) - 1"1 (q»] 62 +
+ [Р2 (<р) + 1'2 (<р) -Pl (<р) 1"1 (<p)18.1 + О (88) ) , (15)

k~l) (± а) = ± k CJC sin (Х - <р) {'1 (<р) БZ + ('1 (<р) 1"1 (<р) -'2 (ер)1 04 + О (б6) } ,

для задачи 2

/4.2) (± а) = k~l) (± а) + kco sin (Х '- <р) ~; (n 2 - C~2<р 82),
kf (± а) = k\l}(± а) =F kco sin (Х - <р),1 (<р) ~; ,

где

6 = 2a/h, koo = vn тqa"j'/(I + х),

961'1 (<р) = л2 (3 ~cos 2ер), 45 . 210't'Z (qэ) = л;4 (45 + 5 cos2 2q>­

- 75 cos 2ср + 3 соэ 4<р),

4Рl (ер) = 2А2 + (J 1 - 4А2) cos 2Q' + 2 (/1 - А ;). + 4Е4) cos 4ср,

32Р2(СР) = -JI-2Jз + (8А, -2/з + Jr-Js)cos4<p-4 (7А4 -

-- 2Е4) cos 2ср - (10А4 + 40Е4 - 31,) siл 2 ср - 2 (Е4 + lБЕ6 + 21з - А.д х

х cos 6<р + 40Е, sin ер sin Зф + 64E J siл 2 ер сое 4ср - 10(J, - 4/з) sin ер cos 5ср,

4'1 (ф) = (211 - J1 + 4А2) sin 2<р - 2 (4Е4 + 11 - Az) sin 4<р,

8Г2 (<р) = 2 (6Е4 - А4 ) sin 2ср - 2 (2Е4 + 4Ев - 2/з + А4 ) sin 6q>--

-- (Jэ - 8А4 - 418) sin 4ер + 64Е4 siп
З <р sin 4qэ -- 8Е4 siл <р sin 3qэ ........

- 511 cos q> sin ер + 5 () 1 - 4/з) sin <р cos 5<р + 4 (А4 + Е4) sin <р cos <р,

~ ~

1 = (' х!' (sh 2х - e-
2z

sh 2х - 4х2 ) dx J = 4 r х!'+2 sh 2.t dx
п J 4х2 - sh! 2х 'n J 4х2 - sh2 2х '

о о

OQ =
А r z" (ch 2х - 1) r x"dx

fI = J 4х2 -sh2 2х dx, Еn = J 4х2 -sh2 2х •
о о

Заметим, что при <р = О, Х = ; формулы (16) совпадают с получен­

ными 8 работе 141. Полагая в формулах (15) <р = : I 1. = О, ЧТО соответст­

вует полосе с термоиэолированными гранями, содержащей центральную по­

перечную трещину, получаем

k2 (± а) = ± k oo I1 + 0,511062 + О,776Iб4 + 0,339966 + О (ОВ)]. (17)

Анализ формулы (17) показывает, что ее можно использовать при

б < 0,7 с достаточной на правтике точностью.
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ТЕРМQУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ

УЗКОЙ ПОЛОСЫ С ТРЕЩИНОЙ

Г. С. Кит, И. П. Лысый

Пусть в упругой бесконечной полосе шириной 2d имеется трещина длины

2l, расположеннаясимметричноотносительнограней полосы и начала коор­

динат. Рассмотрим задачу об определении в этой полосе стационарноготем­

пературного поля в предположении, что на ее гранях имеет место условие

первого, второго или третьего рода, а берега трещины геплоизолнрованы.

Введем безразмерные координаты, отнесенные к величине [, а также безраз-

d
мерную ширину полосы б = "Г . Тогда граничные УСЛОВИЯ запишутся в таком

виде:

дТ
Т = Т±б (Х), ау = q±6 (Х),

ат
ду ± h1 (Т-Те) = О при у = ± 6, jxl< 00;

a't- -- - - - - - . _.- -.- - - .ду --0- (1 х I~ 1) при !:J = О,

где Т - искомая температура, Т i:~' qi;6 - температура и тепловой поток,

заданные на гранях полосы, Те - температура внешней среды, h - коэффи­

циент теплообмена. Требуется определить температурное поле в полосе.

Температуру Т (х, у) представим в виде

т (х, у) = 10 (х, у) + t (х, у).

Здесь ео (х, у) - основное температурное поле в полосе без трещины, кого­

рое легко находится с помощью преобразования Фурье. Основная задача

состоит в определении добавочного температурного поля t (х, у), вызванного

наличием трещины.

Так как функция t (х, у) нечетная по у, достаточно рассмотреть полосу

О -<: у ~ &, на гранях которой добавочное температурное поле удовлетво­

ряет следующим условиям:

at д't = о, дii = о, дУ + ые = О при у = 45, I х 1< 00,

(1 х\ > 1), .!.!...- = - д/о (х. О) = f (х) (! х] ~ 1) при у = О.
ду ду

Применяя к уравнению теплопроводности t1t = О интегральное преобра­

аование Фурье и учитывая граничные условия (1), ДЛЯ определения [' (х) =
26


