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ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ СТЕРЖНЕЙ

И ПОДКРЕПЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК

Я. С. Подетригач, Н. И. Воитович, КJ. А. Чернуха

Условия теплообмена на крае пластинки, подкрепленном Тонким изотроп­

ным стержнем прямоугольного поперечного сечения. были получены в рабо­

тах [3, 4,5] в предположении.что толщины пластинки и стержня совпадают.

Позже эти условия были обобщены на случай, когда подкрепляющий эле~

мент расположен ~есимметричноотносительносрединной поверхности плас­

тинки [2]. в настоящей работе предложен метод сведения несгационврной
трехмерной (по просгранственным координа­

там) задачи теплопроводности к одномерной,

выведены уравнения теплопроводности и

сформулирсваны соответствующие краевые

условия для плоских криволинейных ОрТО­

тропныхстержнейпроизвольного поперечного

сечения, теплообмен которых с окружающей

средой осуществляется согласнозакону Нью­

тона. Получены условия теплообмена на крае

оболочки, подкрепленном таким стержнем.

Рассмотрим оболочку, край которой

подкреплен ортотропным стержнем произ-­

БОЛЬНОГО поперечного сечения (рисунок). Ось стержня предполагается

гладкой плоской кривой, а направления ортотропии - совпадающими с на­

правлениями сопровождающего трехгранника. Координатные оси Ох и Оу

совместим с нормалью и бинормалью. Между стержнем и оболочкой (на по­

вер хности Sl) имеет место идеальныйтепловой контакт, а на участке боковой

поверхностистержня52' не контактирующей с оболочкой, и на его ториевых

поверхностях 5з и 54 теплообмен с омывающими средами осуществляется

по закону Ньютона. Поверхность контакта Sl предполагается линейчатой

раэвертывающейсяповерхностью, вообще говоря, не ортогональной к сре­

динной поверхности оболочки.

В качестве исходногопримем уравнение нестационарнойтрехмернойза·

дачи теплопроводности [6] -
гч дВf д! зч д!

л'z: axz + л'у ayZ + лJ?, ах + л,s~ - с(h + q = О, (1 )

а условия идеального теплового контакта, граничные и начальные условия

имеют вид

[
at дt 1 at.

- 'Ах cos (п, х) дх + Ау соз (n, у) -----ау э, = A.v соэ (по, 1') a'i +

-+ ... cos (110, а) а,. +'" сО$ (ПО' ~) at. [t] t ( ~)
,I\i" А да. l\itl В д~' S, = '" 1'. а, 1", 't";
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[ д! . at (1 (2) ] .AL COS (11, х) ах + л'у соэ (n, у) ду + е2 - tc ) s. = О, (3)

[ ~ и»)] ол's дS + 8, (1 - ' с s, = (г = 3, 4); (4)

i 1<=0 = to (х, У, s). (5)

Здесь t (х, у, 5. 1") - температура стержня; s - координата, отсчитываемая

вдоль его оси; 1" - время; Ах, л,у' ЛS - коэффициенты теплопросолиости ма­

териала стержня в соответствующих направлениях; с - удельная тепло-

е!\-1КОСТЬ; ВТ - коэффициент теплоотдачи с поверхнссти S,; ,~T) - температу­
ра среды, омывающей эту поверхность (г = 2, 3, 4); q - плотность источ­

ников тепла в стержне; k - кривизна его оси; (05 (п, х), cos (n, у) - компо­

ненты елипичного вектора нормали, внешней к контуру поперечного сечения;'* - температура оболочки в области контакта; "(, а, ~ - криволинейные
координаты оболочки; 1", л'а. л'{3 - соответствующие коэффициенты тепло­

проводности; А, В - коэффициенты первой квалратичной формы срединной

поверхности оболочки; cos (По. у), соз (по. а), cos (/10' ~) - компоненты еди­

ничного вектора нормали к поверхност и 51"
Введем следующие усреднен ные по области поперечного сечения D

характеристики температурного поля стержн я :

т = +- ~) tdF, e~ = ~;" r1tydF , 8" = ~y fS txdF;
D D D

( '':!) (/2) (6)W - 1ХХ 1 . ;:у w = Iуу 1 ху
;r; - ~ - Irx/;;;..' 9 ~ - lxx1Y.(1 '

где F - площадь поперечного сечения стержня; Wx ' WJI - моменты сопро­

тивления стержня при изг ибе относительно осей Ох и Оу; 1хх, IY!I' I Х I - осе-­

вые и центробежный моменты инерции поперечного сечения; ох. (о5- рас,
стояние от оси Ох (Оу) до наиболее удаленной от этап оси точки поriеречного
сечения.

Умножим уравнение (1) соответственно на 1, х, у и проинтегрируем его

по области поперечного сечения стержня. Используя при ЭТОМ формулу

Грина [7], а также первое из условии (2), условие (3) и формулы (6), находим

р2Т - sin-
1Ф {'Jry соз 'р [1* (h) - '* (- h)] + ~;~ }+ Q() + ТЬС) =

= I 8'l,td1 - л,хk Ф idy,
г. г

р'28х - ах sin-
I 'ф {Л'l'соs 'Ij> [t* (h) - '* (- h)] + ~~~} + Qx + тС;)-

- Ь'" sin-
2 'ф {tvv СОS'Ф fl* (h) + t* (- h) - 2T~,] +-} ~~: } =

= W;lp ГТ 8 2fydl - л.у Ф tdx - 'J..xk Ф tYdf:l] • (7)
lr. г г

р28" - A.zw;!гча - ау siп-lф {~cos 'р [t* (h) - (., (- h)J + ~::}-

- ЬуSiП-Z'Ф{Л"СОS'Ф [t* (h) + i", (- h) - 2Т*) ++~~ }+ Qy + T~) =

= W,/F [.\ ~txdl + л.х Ф t (1 - kx) dY] .
Г. г

Здесь обозначено:

2 д2 д
Р = As as~ - G~ , ЛS = л.sF. G = cF;
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2

Г = 22 Г,.
,=1

о. = W-;IF i fqydF,
D

о, = W;l F .\) qxdF;
D (8)

(9)

Т&С) = .~ f,2f~'l)dl. т<;) = W~IF ~ B'tt~)!:Idl, T~) = W;lp ~ e2t~2)xdJ:
Г, ] I Г.

I h 3 h

Т* = 2h f t*d'y, 6* ="""2Jj"a ) t*ydy;
-h -h

Wxax = FY'I. ЗW~bx = Рп ео« Q>. WyQy = Fxo, 3Wybr; = - Fhsin q>;

Г, - ЛИНИЯ пересечения поверхности Sr плоскостью поперечного сечения

стержня; 2h - толщина оболочки; ер - угол между осями Оу и 0lYl; 'Ф ­
угол между нормалью к поверхности Sl И нормалью к срединной поверх­

ности оболочки в точке пересечения этих поверхностей и плоскости попереч­

ного сечения стеожня.

После интегрирования по Г1 второго условия (2) получаем

иа', sin- I 'Ф = ) tdl, +h28", sin-2 'P = i ty1dl,
Г! г,

ДЛЯ получения искомых дифференциальных уравнений и условий со­

пряжения необходимо выразить входящие в правые части соотношенив (7)
н (9) значения температуры стержня на границе области D через интеграль­

ные характеристики (6). Предположим, что температурное поле стержня

представимо рядом

N ..

t = ~ Щ/ (s, т) i!J.
;+/=0

(10)

и подставим вместо t в формулы (6) и уравнение (1) выражение

(10). Последнее из полученных соотношений умножим на хуnt

(n + т = 2, 3, .. " N) и проинтегрируем по области D. В результате по­

лучим

N r>fJ.j) N (1+1 f)
~ о: йi/ = FT, ~ S . а,/ = W,,8v,

[+/=О J+/=f) (-1 1)±s(ц..j-l}Qц = Wz8z , S('VJ.I) = SS x"yl1dxdy;
l+i=O D

f а{! SS[i (i - 1) 'АхУ?' + j U- 1)лgr + iA.xkxy'J-+
[+i=O D

+ X 2y2F- 1р2) i+n- 2yi+m - 2dxdy = _ Q(I1,ffi). (12)

Q(n,mJ = ~ I qxnyпdxdy (n + т = 2, 3, ~ •. , N).
D

1
Определим "2 (N + 2) (N + 1) величин ан из системы такого же числа

линейных уравнений (11) - (12), а затем выражение (10) с учетом найденных

значений а" подставим в правые части формул (7) и (9). Входящие в левые

части равенств (7) величины t.. (h) и f* (- h) выразим через Т* и ~~ [11,
и в результате получим искомые соотношения. В частности, при N = 1
(В этом случае для определения Qlj достаточно трех уравнений (11)) указан­
ным способом находим

р2Т - Емт ~(Eo~ + R:*II ) E>J: - (Eog- :;:1: )е,-+
+ n&) + Qo = дд

Т
* сос 'Ф + 2л.,8* ctg 'Ф.

n!)

2 е-гзз г7



р2Е)х - ЕхоТ - (Вхх + R~u) е..: - (Е%!!- R:
x

) 8у + T~) + Q,; =

= ах ( ~~... сэс 'Ф + 2Л,,8* ctg 'Ф) + Ь; (~~o'"' cs~ 'Ф - 2,'1'ХЭ* ctg -ф csc 'Ф) , (13)

р28у - ЕуОТ - (Е[lХ - R
1
xy

) 8,; - (Еуу + R~x) еу + T~) + Qy =

= ОУ.( :~ сэс е + 2л.v8* ctg 'Ф) + Ь; (~~; CSC2 ~p - 2/"'}хех сtg 'Ф CSC~:);

Т.,. = Т + А"х8х + A,l:y6 l) ' 8* = Bgx8 x+ ВХ/ЭУ ' (14)

ЗдеLЬ обозначено:

k = Wy k'
$ F'

Вх!/ =

Е Е Е - .1:-1 (8(8) - /-1[ s(~»)
00 =, Оу - Uy V хх ху х I

Е W- IFS(&) Е ~-!W-IF (/ (C) -1/ 1(8»)
уо =п 11 ' уу = VY!1 УУ - [х» ху ху •

Еух = o-;IW;;!F (г;ь - r;;/!xyl~~/);

б ~ ч> (sin ер + ',ХУ cos ср). Вух = 6 Е,! \jJ (С05 ер + '(~'Y sin ер) ;
у вгп ЖХ ,~ S I П УУ

Аnm = б;; I (по - ~1 / n: Jli o);

(15)

Е = \ e,~dl,
Г:

!~P; = \ e2y2d! ,
Г,

S(' ) dJ;; = . E~X . ,

Г,

f;~ = .\ t2xydl,
г,

s~Z) = ,\ e'lydl,
1',

'~~ = ~ e,!-x2dl .
1\

(г = 3, 4); (16)

Приведеи ные термосопротивления стержня R{/II' RJ/X и коэффициенты тепло­

отдачи Ео>: . ЕхО. Еж.>:. Ех;; определяются по формулам для с.оотвеТСТ8УЮЩИХ

величин Rxx. RX 1J Н БОи, ЕиО • El/I/' E1,x, если в них поменять местами индексы

«хь И «у»' Как следует из соотношений (15), велИЧИНЫ В, S~) , S\,E), I~;.

I~'~, ! ~~~ представляют собой соответственно массу, статические моменты
и моменты инерции некоитактирующей с оболочкой части контура попереч­

ного сечения плотности е2 и, 5, т).

ДИфференциальные уравнения (13) необходимо дополнить граничными

и начальными условиями, которые можно получить непосредственным инте­

грированием соотношений (4) и (5) по области D:

r
~ дТ TJ - -.!:L r r t(r)dF I~ дех ...L е I -
I~s дв + с., s, - f" JDJ'C , I"s дs I 8, х ::Sr

- Вг r г (И dF r ~ дву t:I.] = ~ rr [(г) dF- W J J .н , IYs-д- + Е,оу s W J J с х
Х D S г у D

т 1..=0 = г:' ~StodF,
D

е, 11:=0 = W;I .\Jto!JdF ,
D (17)

8у ]т=О = W;1 fStoxdF.
D

Таким образом, определение температурного поля оболочк И (пластинки),

край которой подкреплен стержнем, сводится к решению уравнений тепло­

проводности для оболочки при соответствующих краевых условиях 161
вместе с уравнениями (lЗ) пр и краевых условия х (16) - (17) и условия х

сопряжения (14).
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Ура в н е н и я т е n л о про в о Д н о с т и к р И,lIв О Л и н ей·

н ы хор т о т р о n н ы х с т е р ж н е й. В полученных соотношениях

перейдем к пределу при h _ О. Тогда прввые части уравнений (13) обратятся
в нуль и в результате получим систему дифференциальных уравнений тепло­

проводности криволинейного ортотропного стержня произвольнаго попереч­

нога сечения, которые следует рассматривать при краевых условиях (16) ­
(17). Соотношения (14) при этом обращаются в тождества. Отметим, что в

Е 5 (' ) 5(') /(0) /(8) 1(0) б й
этом случае величины ,х, У' п, XII' У!I представляют со о соот-

ветственно массу, статическиемоменты и моменты инерции полного контура

поперечногосечения плотности е и, 5, 1'). Если оси Ох и Оу являются глав­

вымя центральными осями поперечного сечения и его контура плотности

в (1, 5, т) И k = О, то полученная система уравнений теплопроводности

стержня распадается, как это следует из формул (15), на три отдельных урав­

нения.

Условия теплообмена на подкрепленном крае

о б о л о ч к и. При рассмотрении конкретных задач требуется, таким

образом, решать систему уравнений теплопроводности для оболочки

при соответствующих краевых условиях (6] вместе с системой уравнений

(13) при краевых условиях (16) - (17) и условиях сопряжения (14). Однако

если стержень достаточно тонкий, то характеристики его температурного

поля можно исключить из рассмотрения и получить в результате упрощенные

условия теплообмена на подкрепленном крае оболочки. Исключая из соот­

ношений (13) - (14) величины Т, 8~, €\ и пренебрегая при этом проиэведе­

ниями приведеиных коэффициентов теплоотдачи E{j (i, j = О, Х, у), а также

произведениями вида E{fP2
, k>lf.p?, Ejj~t находим

(1 + Ro) ( ~~. сэс Ф + 2~e* ctg 'Ф) = (р2 + Ноо) Т* +

+ (A 01P2 + B01k* + Н01) 8* sin 'Ф + Те. (18)

+(l + 2R о) ( ~~o* csс2 'Ф - 2л..,.х6* ctg 'Ф cse 'Ф) = (A10P~ +Н10) Т,* +

+ (А 1lр2 + Bllk* + НН + L) 8* sin 'Ф + ее.

где обозначено:

А/н = Al.o = к:' (R 1xOsin ер - R.2Yocos <р):

Ан = h-
2r l (!х,Х I - я, sin 2ср/х,у, ++R~ sin 2 2<Р/у,у,):

В01 = - h-1оуR.-;;.!R1 sin ер,

В h-2~ R-1 { (1) . 1 R . 2 [ (J)
11 = - Uy.rx Ус SIП ер + 2"" 3 вгп ер УС cos ер -

- ~\) (sin ер ++Rз sin 2ср cos ер) ]}; НОО = - Еоо,

Н 10 = Н.1 = - Ей1 +-{- Rз sin 2<рЕ10 , Hl1 = - Ео? + [Е20 + Rз sin 2срЕll;

L = _h-2F-1
[R~lбуWу(1 + Ra.cos2 <p) sjn2 <р +

4- R;;)l3xWx (1 "- Rз sin2 <р) cos2 ф]; Rs = R1 - R2; j( = 2h (k1 +k2) ;

я, = h2F (R;/буWу cos2 <p + R;;'oxWx sin2 <рг 1 Е20 ; (19)

R1 = (RVYOJlWvcos2 <p + RдохWх s i п2 <рГ ' R~ijxWх»

Я2 = (RIJJ/)yW". cos2 <р Т RxiJ.rWх sin2cp)-I R!r/JIJW!I';



Т е Т I R . 2 Т 1: _ 1 r i Jd1'
Т<: = 00. ,= 01 -2 3 эш q> 10; -Цj - h1+i J 8~XIYI ,

г.

Tl i = hi~i [.\ ~t~2)x~y{dl+ I) qX~Y{dF] ;
г. D

1"",.1:,, 1!Jr}/,' 1XUI. 1 - с~ответствующие моменты инерции относительно осей

01Xl' 0tYl; X~). y~} - координаты центра тяжести поперечного сечения
стержня Б системе координат 01XtYl; k1• ~ - главные кривизны срединной

поверхвости оболочки. .
Если в соотношениях (18) - (19) перейти к пределу при F -+ О, то для

неводкрепленногокрая оболочкипо закону Ньютонаполучимусловиятепло­

обмена с внешней средой

~~ + гьн (Т. _. 2~.1. t,dY,) ~ - 2л,€\ со, ф, (20)

~~ + 2th ( е. - ~~ Ji,y,dy, ) ~ 21.1'." СО, Ф (h. = h сзс ф).

При ЧJ = О,5п условия (20) переходят в обычные граничные условия для обо­

лочек [6], т. е. в условия для случая, когда торцевая поверхность оболочки

ортсгональна ее срединной поверхности.
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АН УССР

ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНNR В ПОЛОСЕ,

DСЛАБЛЕННОЙ ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫМИ
ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННЫМИ ТРЕЩИНАМИ

Г. С. Кит, М. В. Xaii

Пусть упругая полоса, на свободных от внешних усилий гранях которой

задана температура ИЛИ тепловой поток, подвержена действию стационар­

ного температурного поля t() (х, у) и некоторых внешних нагрузок. Предпо­

ложим, что такая полоса содержит N произвольно ориентированных прямо­

линейных термоиаолированных трещин, берега которых не контактируют

в процессе деформации.

Выберем базисную систему координат хОу (ось Ох направлена вдоль

нижней грани полосы, а ОСЬ Оу перпенцикулярна к ней), а также локальные

системы координат ХIIО"Уn С началом в центрах трещин (рисунок, см . стр. 21)
и обозначим: (t11 - угол поворота оси ОnХn (n-й трещины) относительно

базисной системы ХОУ, dnk - расстояние между центрами n-и и k-й трещин,

2а'1 (n = 1,2, ... , N) - длина n-й трещины, dn - расстояние центра п-й

трещины от начат) координат хОу, ~nk - угол между положительным
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