
(1 ))

динатные услов ИЯ уравнениями эллиптического типа с пронаводными

a2g00 a2g0~ д2gОet •

ax!'ax"l' дх,о2 1 дха.2
Если записать координатные условия Франкля (7) как условия на ком­

поненты метрического теизора:

a2g00 fJ2go1
дхО2 = о., 2 дх02

2 a2g02 a2goo = О, 2 д'l.gоз _ fYJgoo
дхО2 дхОдх'!. дхОЗ дxOд~

то из полученных выше необходимых и достаточных условий гиперболич­

ности следует гиперболичность уравнений Эйнштейна при использовании

координатных условий Франкля.

Итак , условия Гильберга не являются достаточными условиями гипер­

боличноети уравнений Эйнштейна в локальной карте, и для гиперболичности

уравнений необходимо выделить классы определенных координатных уело,

ВИЙ, согласовывая их в ЭТОМ смысле с уравнениями поля гравитации, как это

сделано в данной работе Д..1Я некоторых типов координатных условий.
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В данной статье, являющейся развитием работы [3], изучается периодиче­
екая краевая задача (по переменной t) ДЛЯ гиперболического оператора

с многими просгранственными переменными, распадающегося на линейные

множители первого пор ядка с постоянными коэффициентами. Исследуются

случаи простых и кратных множителей в разложении оператора.

В дальнейшем используются такие обозначения:

Х = (X1, Х2 , "', Хm) ; k = (k 1, k']" .••• km) ; I k 1 = !k1 1+ I~ I + .' .
... + Ikm 1; (k, х) = k1x1 + k2x2 + ... + k:пхm;

D = и, х: О ~ t <: т < =; - 00 < Хр < + 00, р = 1, 2, ... , ml;

1)



c<~~o+a)(D) (q > р) - класс функций v (1, х), которые определены в области
D, р раз непрерывно дифференцируемы по '. 2n-периодическиепо х и q раз

дqv
непрерывно дифференцируемы, причем ПрОИЗ80дные ~ U = 1,2, .... т)

I
удовлетворяют условию Гельдера с показателем а. (О < а. <: 1).

Пусть в области D задано уравнение

(1)

(2)(г = О, 1, .... ·n - l ).

ПГl ( д ~,д )
L rul = ---аг - L.J Ар; ~ - Ь, и (t, х) = f (f, х),

i=1 р=! Р

где Ар;. Ь; - действительные числа. Для уравнения (1) рассмотрим задачу

с периодическими краевыми условиями

((и I rЭГu I
---а;;- 1=0 = ---;;;r t=Т

Как покааано в работе [3), решение задачи (Г), (2). вообще говор я. не будет
единственным. если не наложить на него дополнительных условий ПО прост­

ранетвенным переменным.

Решение рассматриваемой задачи будем искать в классе функций, 2rc­
периодических по прострвнственным переменным, считая, что f (t, х) Е

Е q~N+a) (D) (N - достаТОЧ JiО большое натуральное число) и f (О. х) =
= f (Т. х). Предположим, что уравнение (1) строго гиперболическое. т. е.

что для произвольного действительного вектора т} = о все корни ~ ('1')
уравнения

п (1-.1. - i; АР/Т}р) = о
i=! 0=0\

действительны н различны ".
Решение задачи (1), (2) ищем в виде ряда

(3)

и (t, х) = ~
",=--<><>

са

~ Uk (t) ехр {i (k. х) j .
Чm=-ОО

(4)

Тогда каждая из функций 1111. (1) ' будет решением тякой эалачи:

D[:, - (; ~, лр,kр + ь,)]и. (1) = 1. (1). (5)

[г jU/l1 == и~п (О) - и~) (т) = о (г = О. 1•... , п - 1). (6)

где fk и) - коэффициенты Фурье функции f (1, х).

Для каждого вектора k =1= о однородное уравнение

D[ ~ - (; ~, л"kр + bl ) ] и. (1) = О (5*)

имеет такую фундаментальную систему решений:

UIN = ехр {i ~ Лpvkр + Ьу } t ("" = 1, 2••••• n). (7)
0=1

а решение задачи (5*), (6) представляется в виде

~k (t) = ~I CkY ехр {i ~l Лруkр + Ьу } " (8)

1< Все дальнейшие выкладки сохраняются также в случае несгрогой гиперболичноста

уравненвя (1), если предположить, что все 6{ U= 1.2, . .. • 11) разные,
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(10)

где сь, (" = 1, 2, ... , n) определяются из системы уравнений

i C/rv II - ехр (i ~ к,», + bv) Т I(i ~ Лрvk" + bv)~ = О
'11=( 0=1 p=J

(5 = О, 1, ... , n - 1), (9)

определитель которой раоен

Д (k) = ,~ [ 1 - ехр (i~, I..pjkp + bj) ТJ х

Х п [i ~ о.; - л):/v) kp + (ЬГ - b'J)] •
n~,>v~l . p=l

Следовательно.для каждоговектора k =1= О решение задачи (5), (6) единствен­
но только тогда, когда Д '(k) = О.

3 а м е ч 8 Н И е 1. Легко показать, что для вектора k = (О, О, ... , О)

задача (5), (6) имеет единственное решение ч« и), когда bj =/::. О U = 1,2, •.•
... , n); если же некоторые нз Ь, = О, то решение указанной задачи су­

ществует только тогда, когда

т 2л 2:n:

i r ... ~ f (t, х) ах, ... dxr.:dl = О
о d о

([1 )

и определяется с точностью до аДДИТНВ80Й константы.

Теорема 1. Если 8 уравнен.ии (1) все Ь; (j = 1,2, ... , n) отличны от ниля,

то задача (1), (2) не может иметь двух различных решений из класса

C!II,I1+m+a.) (D).
2'1

Д О 1< а з а т е л ь с т в о. Предположвм , 'По существуют два решения

U
1
и, х) И и2 (t, х) задачи (1), (2) из к, аСС4 c-~. ::+--~~ (D). Тогда функция

и = и1 - U'l удовлетворяет условиям 2) Н о......нородаому уравнению

L [и) == П ( ~ - f ;.~~ д~ - bi ) и = О. ([ *)
j=l G=o l :;

Так как функция и (t, х) Е c~,n+-::;-::) ф). то ее можно разложить
в ряд Фурье вида (4) и применять к нему оператор L. Тогда для каждого

пектора k щ и) будет решением задачв (5*) , (6). Далее , если все bj (j =
= 1, 2, ... , n) отличны от нуля, то Д (k) =t= О Л.1Я всех пе.точислевных векто­

ров k =f=. о. Это следует из строгой гипербо ..лвчвост в оператора L и оценки

11 -ехр {(i t, Л-рfll" .+ bf ) Т} 1:> 11 - ехр jb,T} 1= а, > О. (12)

Отсюда, учитывая замечание 1, получаем, что для всех пелочисленных векто­

ров k и» ([) == О. Из теоремы о единственности разложения функции в ряд

Ф ур Ы~ следует, что и и, х) == О, т. е . Ut и, х) == l4. (С. х). Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть 8 уравн.енuи (1) bJ = О (j = Sз.. s.~, .... 5,; 1 -< 51' ...

... , 5г -< 11.). Для того чтобы два решения задачи О), (2) из класса ~~,n+I11+C1) (D)
отличались межди собой лишь на аддитивную константи, необходимо

и достаточно, чтобы уравнения

т

~ Лрfkр - 2; l = О, j = S1' ••• , 5" (lЗ)
р,..,.!

не имели нетривиальныхрешений в целых числах ~, .. ., km • [.

Д о к а 3 а т е .n ь с т в о . Если какое-нибудь из уравнений (13) имеет

решение в целых числах k?, ... , k~, [О, то однородная задача (1*), (2) имеет
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решение вида

C1 СOS Р l 2; [О! + (~, х)], С'l sin Р [ ~ .[01 + (ktJ
, Х)]

(+ Р = О, 1, 2, , .. ), (14)

u «. х) = о« (t) + ~
~=-<X>

(18)

гле С" с"!. - ПРОИЗВОЛЫlые константы.

Llоказательетво достаточности аналогично доказательству теоремы 1.
При этом надо учесть замечание 1 и ТО, что если уравнения (lЗ) не имеют

нетривиальных решений 8 целых числах kз., ..., k~. [, то для всех целочис­

ленных векторов k =1= о !l (k) =F О,

Решение рассматриваемой задачи существует, если для каждого вектора

k с целочисленными координатами существует решение задачи (5), (6) и если

в области D ряд (4) и ряды, полученные из него почленным дифференцирова­

нием до л-го порядка включительно, равномерно сходятся.

Предположим сначала, что для любого вектора k =1= О !l(k) =1= О. Тогда

существует фУНКЦИЯ Грина Gk (t, 1') задачи (5*), (6), с помощью которой

решение задачи (5), (6) выражается формулой [2]
т

Uk (() = ,\ Gk и, 1") tk (1") d1". (15)
о

При этом решение задачи (Г), (2) формально представляется рядом

т

I Gk (1, 1") fk (1") d1" ехр (i (k, Х)},
о

(16)

где штрих означает, что пропущено суммирование по вектору k = (О, .. " О).

В квадрате К = и, т : О ~ {, т ~ т) (за исключением сторон 't" = О

и т = 1') функция Gп. (t, 1") ( k =1= О) определяется форму ..l0Й

Gk (t, т) = gk и, ") +
n [1 + ехр {( i ~ Лрskр + bs) Т}1ехр {(i ~ л'оskр + bs) (' - ,;)}

+ _1_ L, 1'_1 р-I

2s=! [l-ехр {(l ~) Лрskр + bS) Т}J~I [' ~I о; - Лрj) kp+ ьs-ьj ] ,

i=l=s
(17)

где

~ ~p! ('т'P~-~I л'рvkр + b'V) (! - ,;)} •
gk (t, Т) = sign ~ - ,;) L..J "

v=J П [i ~ (л'р" - л.рi) kp -1- Ьоу - biJ
j=! _ р=1

i=l=v

Для значений т = О (т = Т) функция Gk и, Т) доопределяется по непрерыв­
ности слева (справа).

Из формул (17), (18) получаем следующие оценки для функции Gk и, 1")
И ее пронаводных по t в квадрате К: <

I" ~, CIk l' 11- охр 1(' ~, Лpvk, -I-b.I Т) Г
j~ {l ~! (\JV - Ар/) kp { + (bv - bj)2}~
i=Fv

(5 = О, 1, 2, ...),

где с - положительная константа, не зависящая от k
(19)
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(24)

(23)

Теорема 3. Пусть в УРа8ltении (1) b j U = 1, 2, .... 11.) ПСЕ разные и отличны

от нуля и пусть f (1, х) Е C1~m+p+и) (D) (р >- n). Тогда существует решение

эадачи (1), (2), которое принадлежит класса C~·P) (D) и представляется
рядом (16).

Д о 1< а 3 а т е л ь с т в о. Если f (t, х) Е Ci~m.+p+a)(D), ТО коэффи­
циенты fk и) ее разложения Б ряд Фурье по пространственным переменным
при Ik! ---+ 00 имеют следующую оцеuку:

гпах I tk (t) I =0 (1 k г,m+p--f--«». (20)
O{;,/~ т

Из оценок (12), (19) и (20) следует, что ряд (16) и РЯДЫ, полученные из него

почвенным дифференпироваиием до порядка р включительно (дифференци­

РОВЮlИе по 1допускается до ПОРЯдка 11.), имеют в области D общей мажоран­

той сходящийся числовой ряд С положительными членами

00 00

шах Iио и) I + ~ ·.. ~ I ~+a'
O~t:;;T k,=~ km=--<>o I k I

Следовательно, РЯД (16) абсолютно и равномерно сходится вместе со всеми

производиыми до порядка р включительно в области D, где дифференци­

рование по t допускается до порядка п, и его сумма и и, х) принадлежит

классу с!:::'Р) (D).
Теорема 4. Пусть все bi (J = 1, 2, ... , п) различны, причем Oq = о

(l <: q < п), и пусть дм всех (кроме конечного числа) совокипностей целых

чисел k1 ••• , km , l выполняется неравенство

I~I Лрqkр - 2; 11> А Ik Г' , (21)

где А - положительная константа, r - некоторое натиральнов число.

Если f ([, х) Е C~~~г+m+J"+") (D) (Р >- п) и выполняется условие (11), то

СУЩЕствует решение задачи (1), (2), которое принадлежит к.лассg c&~'P) (D)
и определяется с точностью до аддитивной константы.

_ . - -Д ·о · к а-з а-'Г-е-л Ь-t-Т-- в -Q.. .:гео-р-~bI- ан.аЛDr:~дОха.~ате~~ству_.тео~е~...?J

З. При этом учитывается замечание 1 и следуюшее неравенство:

11 -ехр {(i ~l Aoqkp) Т} I> : I~I i.D4kp - ~ lk 1, (22)

где Ik - целое число, удовлетворяющее неравенству

I
т m r}
~ ~(Apqkp -l/z <: -2-·

Лемма 1. Почти каждый (а смысле меры Лебега) вектор (j) = «(i)l ,..•
•.. , тm) удовлетворяет ftсрмеНСtJ1./ЗУ

(со, k) > к 1k г-{m+11

для всех иелочисленных k * О при некотором К (е) > О.
Доказательство см. в работе r1J.
3 а м е ч а н и е 2. Из леммы 1 следует. что если г:> т + 2, то не·

равенство (21) выполняется для почти всех (В смысле меры Лебега) векторов

2n
(J) = (ЛIQ , .", Лmq, т) ,

Теорема 5. Пусть 8С13 Ь, U = 1, 2, .... n) отличны от нуля, причем.

некоторые из НИХ являются кратными. Если f (t. х) Е C&~N~) (D) (О < о: <
< 1; N - достаточно большое натиральное число), то в классе c~~p) (D)
(р > 11) сущесnюует решение задачи (1), (2) для почти всех (в смыспе меры

Лебегау чисел. лрl (р = 1, ... , т; i = 1, ... , n).
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(25)

(26)

д о к а з а т е л ь с т Б О аналогично доказательству теоремы 3. При

этом используется лемма 1 и неравенство (12).
3 а м е ч а и и е 3. В случае произвольности чисел Ь, (В смысле Крат­

НОСТИ И равенства нулю) вопрос о существовании решения задачи (1), (2)
решается путем сочетания теорем 4 и 5 в предположении, что 6. (k) =1= О

для всех целочисленных k +0.
3 а м е ч а н и е 4. При УСЛОВИЯХ каждой из теорем 3, 4 и 5 решение

задачи (1), (2) корректно относительно функции f и, х) [4 J.
3 а м е ч а н и е 5. Полученные результаты переносятся на случай,

когда для некоторых целочисленных векторов k * О 6. (k) = О. в этом слу­

чае решения соответствующих задач (5), (6) строятся с помощью обобщен­

ных функций Грина (21.
Рассмотрим теперь случай кратных множителей в разложении оператора

Е, т. е. вместо уравнения (1) рассмотрим следующее уравнение:

q т n·

L lu] := П ( g, - ~ Лр/ д~ - ь,) }и (t, х) = f (1, х),
;=! р=1 Р

где ~ + о •• + nq = п. Предположим. что корни I-t (k) уравнения

Q ( т )п/
П tA. - ~ t.",jkp = О
/=1 1'=1

имеют одинаковую кратность для всех пелочисленных векторов k =1= О .

Решение задачи (25). (2) представим в виде ряда (4), где каждая из функ­

ЦИЙ Uk (1) удовлетворяет условиям (6) и уравнению

П /' .~ - (i S: л'рjkр + ь/)]n, ИJ~ (i) = fk (/). (27)
/=1 1'=1

Для вектора k :#= О однородное уравнение

i~ [ ~ - (; ~, A.,k. + bj ) Г и, (1) -'- О (27")

имеет такую фундаментальную систему решений:

Uk./.Sj (1) = ["-] ехр {(i i, Лр/k/l + bl ) t}. S/ = 1, 2, ••.• nj.

j = 1, 2. . .. , q, (28)

а решение задачи (27*). (6) представляется 8 виде

11 П/

~1t (t) = ~ ~ Ck.;,s jUk,j.5/ (/),
j -=-- I 5/= 1

где коэффициенты СЦ.s/ определяются И3 системы уравнений

(30)

n - t), (29)1J ..... ,(r = О.

Q "/

~ ~ Ck.i,5/ lut~.Si (О) - u~~.s/ (т)] = О
}:.:I 5/= 1

определитель которой вычисляется по формуле

X(k) = ~ {[l-еХР(i~лр/lр + Ь/) r'J "/ [{ (S-l)l} Х
/=] Р=' =2

[

• т lns ' nV
х п 1.~ ()"ps - Apv) kp + Ь, - Ь; J .

Q~s>v ~1 1'=1

В случае k = (О. ''', О) для задачи (27), (6) справедливо замечание 1.
Если k *' О. то единственность решения задачи (27), (6) имеет место только
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тогда, когда А (k) =F О. Поэтому теоремы единственности решения задачи

(25), (2) ФОРМУЛИРУЮТСЯ и доказываются аналогично теоремам 1 и 2.
Рассмотрим вопрос о существовании решения задачи (25), (2). Предпо-

ложим, ЧТО ДЛЯ всех пелочисленных векторов k =/:= О А. (k) ==/= О. Тогда ДЛЯ

каждого вектора k =F: О существует функция Грина Gk и, т) задачи (27*),
(6), с помощью которой решение задачи (27), (6) выражается формулой, ана­

логичной формуле (15).

Для функции Gk (t, т) И ее производных по t имеют место следующие

оценки:

(31)

На основании оценок (31), (22), (12) и леммы 1 получаем теоремы сущест­

вования решения задачи (25), (2), которые с небольшими изменениями повто­

ряют теоремы 3, 4 и 5. Если для некоторых целочисленных векторов k т О

д(k) = о, то решения соответствующих задач (27), (6) строятся с помощью

обобщенных функции Грина.

Результаты, полученные в статье, переносятся на случаи, когда а) ре­

шение рассматриваемой задачи ищется в классе функций, почти периодиче­

ских по пространственным переменным; б) коэффициенты Ар} и Ь} уравнений

(1) и (25) ЯВЛЯЮТСЯ функциями' переменной t.
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АН УССР

МНОГОТОЧЕЧНАЯ АППРОКСИМАЦИОННАЯ ФОРМУЛА

ДЛЯ функций МНОГИХ nЕРЕМЕННЫХ

Х. и. Кучминская

На основании разложения функции одного перемениого в цепные дроби

построены двухточечная и многоточечная формулы Тиле [3, 4]. В данной

статье с использованием аппарата ветвящихся цепных дробей получены

обобщения этих формул на случай функции многих переменных.

Запишем функциональную формулу ДЛЯ функций многих переменных

t (х1 , ... , х ) = f (Р) в терминах ветв ящихся цепных дробей 13] в окрест-
т . .

ности точки Р, = (х:, ... , x~):

т

f (Р) = f (Р,) + ~
k,=1

Xk - Xk 1, ,

I'Ч'f (Pi)


