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) ЬЩ <, (5) <, О (5) -, (s) О
г k, ...kS - ak, ...kS - mS+ '..;:?, если ak, ...ks = - ak, ...ks< ,

(5+1) k .
ak, ... k;s+1 < о при ms+1 значениях индекса 5+1.

Если через Р5 И Q5 обозначить соответственно числитель и знаменатель

з-й подходящей дроби ветвящейся цепной дроби К, то s-я подходящая дробь

к К совпадает с неиоторой фигурной или прореженной (см. [1]) подходящей
дробью ветвящейся цепной дроби K1• Следовательно, при сходимости мно­

жества фигурных или прореженных подходящих дробей к ветвящейся цеп­

ной дроби K1 (очевидно, при ее сходимости это имеет место) является сходя­

щейся и последовательность подходящих дробей ветвящейся цепной дроби

(3). Теорема доказана.

Заметим, что при ms+] = N растяжение исходной ветвящейся цепной

дроби является равномерным.

Теорема 3 дает возможность переносить на ветвящиеся цепные дроби с

произвольными по знаку компонентами закономерности и свойства ветвя­

щихея цепных дробей с положительными компонентами, например призна­

ки сходимости, теоремы о ненакоплении относительных погрешностей округ­

ления компонент и др. (см. [1-3]).
В качестве примера сформулируемодну из таких теорем.

Теорема 4. Пусть ветвящаяся цепная дробь общего вида (1) с произволь­

ными по знаку компонентами преобразована в равноценную ветвяишюся цеп­

ную дробь (3) с положительными частными знаменателями и выполнены

условия (4). Пусть, далее, ветвящаяся цепная дробь (3) преобразованием рас­

тяжения преобразована в ветвящиюся цепную дробь с положительными ком­

понентами, которая снова заменена равноценной дробью вида (2) с положи­

тельными компонентами и накопленной относительной погрешностью

компонент {)n при числе этажей п. Тогда максимальная относительная nо­

грешность дроби (1) не превышает {)n.
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Известно, что физические величины могут описываться аналитическими

зависимостями, которые далеко не исчерпываются многочленными и ра­

циональными выражениями. для приближения экспериментальных данных

часто также используются выражения вида [1]

у = АхВ; У = АеВх; у = АеВх+СХ ' ; у = АхВеСх; у = AxBecx+DX·.
Рассмотрим выражение

(1)
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l>k-l;

l = k -1;

l<k-l.

при 0< х < + 00, k > О, 1> О. Оно является обобщением ранее приве­
денных выражений, Заметим, что

(
О , если ~ > О;

liт W k,Z(X) = А , если а1 = О,
х ....+О

sign (А) . =, если а1 < о·

Выражение (1) можно записать также в виде

k Z

'П х ~ a!x
Z
-

I+ ~ b!x Z

Wk,l (х) = Ае 1= 1 [=1 (О < х < + =, k > О, 1> О), (2)
из которого видно, что при х -+ 00 выражениеWk,l (х) ведет себя как функ­

ция вида

qJ (х) = 1~:::~:ak In X)X
Z: ::;:

а xk- I 1
Ае k n х, если

Докажем, что выражением Wk,l (х) можно приблизить заданную функ­

цию у (х) > О с любой требуемой степенью точности (аналог теоремы Вейер­

штрасса) .

Теорема 1. Для произвольних непрерывных функций у (х) > О и w (х) >
> О, заданных на промежутке [а, ~] (а > О, ~ < + 00) и таких, что

~ ~:~- < L < + со при х Е [а, В], и для проиэвольного 8> О и фиксирован­
ного k > О найдется 1> О такое, что при всех х Е [а, ~]

I
у (х) - W k,/ (х) I в

w(x) <,
где Wk•Z (х) определяется равенством (1), причем А > О.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По чзвестной теореме Вейерштрасса [2],
для всякого 'I'J > О и любой непрерывной на [а, ~] функции qJ (х) найдется

/ .
многочлен ~ bzxz степени 1> О такой, что для . всех х Е [а, ~] имеет место

1=1
неравенство

Полагая

(3'

k

qJ (х) = ln у (х) - ln х ~ azxi
-

I
- ln А,

[=I
из неравенства (3) получаем

k . 1 i
-'I'J< lny(x) -ln х ~ azx'- -- ~ bjxl-lпА<'I'J

i-=l i=-::l
или

k . 1 1
ln [у (х) еl1 ] > In х ~ azx'- +~ b1xi + ln А > lп [у (х) е-l1 ] .

[=I 1=1
Отсюда

k 1

~ Qlx l- I ~ ь!х!
У (х) еУ! > AXZ=I ei=1 > у (х) е-У! •

Произведя простые преобразования, имеем

у (хНI - еl1) у (х) - Wk./ (х) У (х) (1 - гТ'l)

w(x) < w(x) < ,w (x)

_ (еУ!_ 1).JL!:L у(х)- W k ,/ (х) < (l _ е-У!) У (х) .
w (х) < w (х) w (х)

: 5ё

(4)



Так как

(5)

i = О, k + 1+ 1,
где

1- e~11<e'l1-1,

то из неравенства (4) следует, что

Iу (х) -: ~)k,l (х) 1< L (еl1 _ 1).

Выберем внеравенстве (3)

11 = ln (1 + +) .
тогда неравенство (5) превращается в требуемое. Теорема доказана.

Заметим, что аналогично доказывается и утверждение о том, что ДЛЯ

всякого е > О и фиксированного [> О найдется соответствующее k > О.

При этом относительно промежутка [а , ~] предполагается, что а> 1, ~ <
< + 00, а функцию <р (х) полагают равной

(±bIXI-JПА)
(х) _ Iny(x) _ 1=1

<р - In х ----,):-п-х-----'-- .

Установим теперь возможность существования наилучшего чебышев­

ского приближения вида (1). Приведем здесь без доказательства две леммы.

Лемма 1. Разность двух выражений вида (1) с разными параметрами

имеет не больше т = k + [ нулей на промежутке [а, ~J, где ~ < + 00,

1

0 при [>0, «<ь «л + 1;

е-
2

при [> О, k = l + 2; (6)
а> r = 1 при l = О, k> 2;

- DO при l > О, k = О.

Лемма 2. Частные производныефинкциц (1) по параметрам А, аl (i=l, k),
ы� (i = Ц образуют пространство Хаара размерности т + 1 = k + 1+
+ 1 при х Е [а, ~J, где ~ < + 00, а а удовлетворяет неравенстви (6).

Из лемм и общих свойств нелинейных чебышевских приближений [4-71
следует теорема.

Теорема2. Нсиличшее чебьаиевское приближение с весом w (х) > О к

функции у (х) > О выражением Wk .1 (х) , где [> О, О <. k <;. 1+ 2, или

1 = О, k > О на множестве точек

Х = {х Е Х: r < а <;. х <. ~ < + ос},

содержащем не менее k + 1+ 2 точек, где r определено формулой (6), суще­
ствует и единственно. Для того чтобы приближение вида (1) было наилуч­

шим чебышееским приближением с весом w (х), необходимо и достаточно,

чтобы на множестве Х существовали k + [+ 2 точки {ZI}~:t{+1 Е Х (z, <
< г1+1, i = О, k + 1) такие, что

у (ZI) - W k,l (z[) _ (_ 1)1 Р
w(Zj) - . ,

I I I
у(х) - Wk,z(x) I

Р = шах ( ) .
хЕХ W х .

Из общих свойств нединейных приближений и теоремы 2 следует также

возможность яспольэовакая алгоритмов Ремеза [3) для численного опреде­

ления параметров ванлучшего чебышевского приближения выражением

вида (1).
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
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В области D = {О -< 1 -< Т < 00; - 00 < Хр < + 00, р = 1, 2, ... , т}
рассматривается следующая задача:

q (д т д )n!
L [и] == г1 (fГ - ~ Ар! дхр ~ Ь! и = f (1, Х1, ••• , Хm) ,

,=1 /1=1

~ \ = д'u I (г = 0,1, '" , n -1),
д/Т (=0 дt

Т

(=Т

где Ivp j, Ь! (j = 1, ... , q; р = 1, :.. , т) - действительные числа, n1 + .'.. +
+ nq = п, а функция f (/, Х1 , ... , Хm) в области D непрерывна по (, 2л-пе­

риодическая и достаточно гладкая по Х1, Х2, ... , Хm • Решение задачи ищет­

ся в классе 2л-периодических по пространственным переменным функций.

Частный случай этой задачи рассмотрен в работе [3].
в дальнейшем будем использовать такие обозначения:

Х = (х1 , Х2, • - • ,Хm) ; k = (k1, k2, • • • , km) ;

1k I = 1~ 1+ о.. + I km 1; (k, Х) = k1X1 + ... + kmxm;
c!Ьiq)(D) - класс функций, которые определены в области D, р раз непре­
рывно дифференцируемы по 1; а по х - 2л-периодические и q раз непрерывно

дифференцируемы.

Решение задачи ищем в виде ряда

00 00

u(t,x}= ~ •• 0 ~ uk(/)exp {i(k,x)} . (3)
k,=-oo km=-oo

Тогда каждая из функций Uk (/) является, соответственно, решением такой
задачи:

q(k) [d (т )]nj(k)JJ dГ - i ~I Ivp jkp+b j Uk (1) = fk (t), (4)

lт [Uk] = uj;) (О) '- и~) (Т) = О (г = О, 1, ... , n - 1), (5)

где fk (1) - коэффициенты Фурье функции f (1, х) ; n1 (k) + ... + nq (k) =
=n,

т

i ~ (lvps - Ар,,) kp+ (bs - Ь\!) =F О (5, V = 1, 2, ... , q (k); 5 =F v).
/1=1

Ддя вектора k =F О однородное уравнение

q(k) [d (т ) jnj(k)
г1 dГ - i~ Ivpjkp + bj " . Ukт = О,
г1 р=1
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